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Prof. Dr. D. Lehmann

week12b: Kapitel 7: Effizienz von Schatzern, Teil 4
Die Cramer-Rao Abschatzung fiir das Beispiel 3, Fortsetzung

Wir hatten den zeitdiskrete Ornstein-Uhlenbeck Prozess oder kurz OU-Prozess

Ty, = Ty, + k(p—axy )AL + oV AL ¢,
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betrachtet mit Wkeitsdichte oder Likelihood-Funktion (mit x, = x4, )
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Die Cramer-Rao Abschétzung war dann gegeben durch
V[0.] > []_I(Q)hk
mit der Fisher-Informationsmatrix
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In unserem Fall war m = 3 und

0 = (01,05,05) = (o,3,1°) = (a,B,v)
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Am Dienstag hatten wir das I(6) berechnet, es war
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mit den Grossen (mit 7" = t,, = nAt)
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Das Inverse von I() ist jetzt kein Problem mehr (mit ()= (- )r):
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und die Cramer-Rao Abschétzung liefert dann die folgenden unteren Schranken fiir alle er-
wartungstreuen Schétzer &, f und »:
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Die Gossen (%) und (z)? berechnen wir in dem folgenden Lemma:

Lemma 7.3.1: Die {z, }}}_, seien gegeben durch einen zeitdiskreten OU-Prozess (1) oder
(2) mit T = nAt und die Grossen (z)7 und (z?)7 seien definiert durch (9) und (10) weiter



oben. Der Startwert xy des OU-Prozesses sei gegeben durch den Mean Reversion Level pu,

also xg := p. Dann gilt im Limes At — 0:
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Beweis: Die wesentliche Arbeit haben wir schon in dem Lemma 5.3.2 im week8b gemacht,

das war die folgende Aussage:

Lemma 5.3.2: Es sei {z;, } ein zeitdiskreter Ornstein-Uhlenbeck Prozess gegeben durch (1)

oder (2). Dann gilt:

Elz,] = n + (zo—p) (1 — kA"
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Insbesondere im Kontinuumslimes At — 0, k — oo mit ¢, = kAt =: t fest:
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Mit zy = p haben wir dann also im Limes At — 0:
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Also,
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und das Lemma 7.3.1 ist bewiesen. N

Jetzt schauen wir uns die Schétzer fiir die ‘urspriinglichen’ Modellparameter (&, i1, o) an. Der
Zusammenhang zu den ‘abgeleiteten’ Modellparametern (a, 8, v = n?) war gegeben durch (4),
das waren die Gleichungen
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‘Urspriinglich” meint hier, dass diese Parameter unabhingig von der Zeitdiskretisierung At
sind und die abgeleiteten Modellparameter hangen dann von dem At ab. Wenn wir also das
K mit

1
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mit einem erwartungstreuen & schatzen, dann bekommen wir notwendigerweise
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und dieser Ausdruck geht also nicht nach 0 auch wenn das At — 0 geht und das n = T'/At —
oo geht. Ein erwartungstreuer Schatzer fiir das x kann also erst im Limes T" — oo konsistent
werden, erst im Limes grosser T" kann seine Varianz beliebig klein gemacht werden. Fiir festes
T ist die Varianz immer grosser oder gleich einem festem positiven Wert, gegeben durch die
rechte Seite von (19).

Schauen wir uns die Schétzer fiir das o2 an, die sind gegeben durch
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und die Cramer-Rao Abschétzung liefert in diesem Fall
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= W (21)

und in diesem Fall geht die untere Schranke, die rechte Seite von (21), nach 0 wenn n nach
unendlich oder At nach 0 geht. Das deckt sich also genau mit dem Verhalten, was wir im
week9a.pdf beobachtet haben.



