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week11lb: Kapitel 7: Effizienz von Schatzern, Teil 2
Beweis der Cramer-Rao Abschatzung

In der letzten Veranstaltung haben wir das folgende Setting betrachtet: Wir haben Zufalls-
zahlen oder zufallige Grossen 1, xs, - - - , x,, die von einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

pg(x) = pel,---,em(xb s ,l‘n)

generiert worden sind. Es gelte also

/ po(z) d"x = / Doy 00 (X1, - Ty) deyday - - - dx, = 1

Die theta’s 0y, - , 0, sind die Modellparameter. Wenn wir das py(x) nur als Funktion von 6
auffassen, weil wir fiir die x4, - - , x,, die uns gegebenen realisierten Daten einsetzen, dann ist
das genau die Likelihood-Funktion,

L(@) = L(@l,,em) = pgh...,gm(l’l,"',xn)

Wir hatten das py(z) fiir die 3 Beispiele aus dem Kapitel 5 noch einmal hingeschrieben und
in allen 3 Beispielen konnten wir Ableitungen nach den Modellparametern mit den Integralen
oder den Summen iiber die z; vertauschen. Das ist nicht immer ganz selbstverstindlich, da
man etwa bei gleichverteilten Zufallszahlen ja eine Rechteck-Funktion als W’keitsdichte hat,
die im klassischen Sinne nicht differenzierbar ist, und solche Falle hatten wir ausgeschlossen.
Die Cramer-Rao Abschiatzung war dann:

Theorem 7.1.2 (Cramer-Rao Lower Bound): Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung py(z) = pg, .. o, (T1, -+ ,2,) mit

/ po(z) d"x = / Doy 00 (X1, - Ty) drydxy - - - dx, = 1

und Ableitungen nach den Modellparametern 6y, ...,0,, seien vertauschbar mit den z-Inte-
gralen. Fir k =1,--- ,m seien



Weiter sei
Cov(é) = ( Cov[ék, ée] )k,L’— c RMxm
die Covarianz-Matrix von é, insbesondere also
V[0,] = Cov()ix

Wir definieren die sogenannte Fisher-Informationsmatrix I(f) durch

. 82 1o e
1(0) := <_E[W§£zg})k,£=1 m < R

.....

mit

E[a;(;:gaig] _ /Rn 3;91:%;;9 (21, ,20) poln, -~ ,xn) A"
und 771(0) sei das Inverse von I(6). Dann gilt:
<v,Cov(é)v> > (v, I7"(0)v) YveR™
Insbesondere,
V(o] > [171(9)}“

fiir jeden erwartungstreuen Schéatzer 0, :R" 5 R.

Beweis: Fiir 1 < k,¢ < m betrachten wir das Integral

dlo
{0k(z) — 01} 85?9 po(x) d"x = {Ox(z) — Ok % d"x
R l R™ l
~ Ope Opy

= Op(x) — d"x — Op — d"x

0 N n 0 n
= 8_«94 o Or(x) po(z) d"x — Oy 8_(% e po(z) d"z

0 0
= 894 ‘gk — Qk a—eg 1 = 6k€

Es seien jetzt
v,w € R™

beliebige Vektoren und etwa

(0,0) = S, v by



also (-, -) bezeichnet das Standardskalarprodukt im R™. Dann folgt aus (1), wenn wir von
links mit v und von rechts mit w skalar multiplizieren,

[ (06) = 6) (Talogpa(o). w) pla) s = (v,0) (2)
RTL
Fiir beliebige Funktionen f,g: R" - R, f = f(x) und g = g(x), wird durch

(f,9) = Jeu F(2) 9(2) po(x) d"x

ein Skalarprodukt auf der Menge der beziiglich pg(x)d"x quadratintegrablen Funktionen
definiert und es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung,

| o i@ @ po@y e | = | (0]
< A7 llgl?
Jon () po(z) "z [ 9(2)? po(z) d™a (3)
Wir setzen jetzt
fl@) = (v,0(z)~0)

g(z) = (Vylogps(z),w)

und bekommen aus Gleichung (2) und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (3)
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) = | [ (0060 =) (Talogp(o).w) mlo) s

/Rn‘ <v,é(:c) — 0> ‘2 po(z) d"x

< | NVatogputa). w) [ pule) @' (4)

IN

Das erste Integral auf der rechten Seite von (4) kénnen wir auch folgendermassen schreiben:

/Rn| {v,0(x) — 6) |2p9(3:) dr = Z vm/ | [0e(x) — 0] po(z) d"a

= Z Vi Uy COV[ék, ég]
k=1

= (v, Cov(A)v) (5)

Und fiir das zweite Integral auf der rechten Seite von (4) erhalten wir

“ dlo dlo
/]R | {(Vologpo(z), w) ‘2 po(x) d'zx Z wkwg/ agkpa aeggpe po(x) d"z (6)
" kt=1 "




Das Integral auf der rechten Seite von (6) konnen wir etwas umformen: Wegen

/npg(x) d'z = 1

ist
B 3 n B 8p9 n
0 = 8—9]6/np9(x)d r = Rna&k(m)d x
2 ()
90
k x)d'x
/Rn o(2) pe(z)
dlo x
= [ ) ) i @

Diese Identitat tun wir noch einmal nach 6, ableiten und bekommen

B 0 dlog py() n
"= %, / o6, plo)d'
0?log pe(x) n dlog po(z) Ope "
/n 0,00, po(x) d"z + /n 00, 8—92(33) d"x
B 9% log pe(x) o dlog pg(x) Ologpy(z) n
= /n 0,00, o(z) d"z + /n 90, 20, po(x) d"x

Also haben wir

dlog py(x) dlogpy(x) / 9 log py(z)
n — - dn
/ . 00, a6, Pol@)d'z . ov,00, @) dw
_ _E 02 1og pg
n 90,00,
= 4+ 10 = + 10k (8)

Das kénnen wir auf der rechten Seite von (6) einsetzen und bekommen

0log ps 0log py
1 ’ "= d"
/Rn| (Vologpy(x),w) | pe(z) d"x Mz_lwkwg /n 0, 20, po(z) d"x
= Z wiwy 1(6)k
kel=1
= (w,I(0)w) (9)

Insbesondere ist das () und damit auch I~'(6) eine positiv definite Matrix. Wir setzen (5)



und (9) auf der rechten Seite von (4) ein und bekommen
[ww) | < / [ (v,0(x) = 0) " po() d"x x / [ (Vslogps(), w) |* po(w) d"x
R™ Rn
= (v,Cov(f)v) x (w,I(0)w) (10)

Wir wahlen jetzt

und erhalten aus (10)

2

| (0, 171 OW) |T < (v,Cov(B)v) x (I (O)v,v) (11)
oder, mit (I7*(0)v,v) = (v, I (O)v) >0,
(w, I (0)v) < (v, Cov(B)v) (12)

Das aber genau war zu zeigen. W



