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weeklla: Kapitel 7: Effizienz von Schatzern, Teil 1

Die Maximum-Likelihood-Schatzer fir den Mittelwert und die Varianz von normalverteilten
Zufallszahlen aus dem Beispiel 1 waren gegeben durch
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mit r := %Z?:l x; = 1. Das i war erwartungstreu,
Eli] = n (3)

aber das o2 war nur im_Limes n — oo erwartungstreu. Deshalb hatten wir den er-
wartungstreuen Schatzer s? mit Vorfaktor 1/(n — 1) definiert, das war also
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und wir haben dann die Identitat

E[s2] = o° (5)
Wir wollen jetzt zeigen, dass diese Schatzer effizient sind. Das heisst, dass sie innerhalb der
Menge aller erwartungstreuen Schatzer eine minimale Varianz besitzen. Das ist jetzt schon
eine etwas nichttrivialere Sache, weil das einzige, was man hier fordert, Erwartungstreue ist,
ansonsten konnen die Schétzer, mit denen man das i und das s? vergleichen mochte, vollig

beliebige Funktionen sein. Also definieren wir diese Menge von Schétzern, mit denen wir das
£ und das s? vergleichen wollen (etwa M fiir Mittelwert und V fir Varianz):

M = {ﬂ:R”—>R | E[/l(xl,'--,xn)]:,u} (6)
Vo= {Ezan%R | E[ﬁ(a;l,...,xm:&} (7)

wobei die Erwartungswerte gemass

n _(@i=pw? )
[ an)] = [ Pl ) fi{e e )



zu berechnen sind. Dann gilt das folgende

Theorem 7.1.1: a) Der Maximum-Likelihood-Schétzer i aus Gleichung (1) ist effizient. Das
heisst, fiir jeden Schatzer i aus M gilt:
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Via] = — = V[i] VieM (8)

b) Die erwartungstreue Version (4) des Maximum-Likelihood-Schétzers fiir die Varianz ist
asymptotisch effizient. Das heisst genauer, fiir jeden Schétzer o2 aus V gilt:
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Beweis: ..machen wir gleich mit der Cramer-Rao Abschétzung.

Der Beweis ergibt sich als Folgerung aus der sogenannten Cramer-Rao Abschiatzung. Das
ist eine untere Schranke fiir die Varianz von erwartungstreuen Schatzern, und das be-
merkenswerte an dieser Schranke ist, dass man sie fiir ein sehr allgemeines Setting hinschreiben
kann. Wir miissen nicht unbedingt eine unabhangige Folge von Zufallszahlen haben wie in
den Beispielen 1 und 2, sondern die Cramer-Rao Abschéatzung funktioniert auch noch fiir das
Beispiel 3. Das genaue Setting ist das folgende:

Wir haben Zufallszahlen oder zufillige Grossen xy,xs,--- ,x,, die von einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung

po(x) = po,. o, (X1, Tp) (10)

generiert worden sind. Es gelte also

/ po(z) d"x = / Doy, 00 (X1, -+ Tp) drydag - - -dx, = 1 (11)
Die theta’s 04, - - , 0, sind die Modellparameter. Wenn wir das py(x) nur als Funktion von 6
auffassen, weil wir fiir die zq, - - - , x,, die uns gegebenen realisierten Daten einsetzen, dann ist

das genau die Likelihood-Funktion,

L#) = L1, - ,0n) = Doy p,(T1, -, 2p) (12)

Schreiben wir das pg(x) fiir unsere 3 Beispiele noch einmal hin:

Beispiel 1: Fiir Beispiel 1 haben wir

n (i)
pﬁ(x) = pu,JQ(Ila" : ,ZL’n) = 1;11 { \/1726 207 } (13)



Beispiel 2: Fiir Beispiel 2 haben wir

>

po(@) = pilorm) = I {35 e™) (14)
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mit x; € {0,1,2,---}, die z; sind hier also diskret. In einem solchen Fall wollen wir in der
Gleichung (11) das Integral dann immer als eine Summe interpretieren, also hier wére das
dann

o0

Z palxr, -y x,) = 1

Ty, =0

mit § = 6; = X als einzigen Modellparameter.

Beispiel 3: Und fiir das Beispiel 3, den zeitdiskreten Ornstein-Uhlenbeck Prozess, hatten
wir (mit xy = 2y, )
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mit den Modellparametern «, 3,7 oder den urspriinglichen Modellparametern
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Auch in diesem Fall gilt die Gleichung (11).

In allen 3 Beispielen konnen wir Ableitungen nach den Modellparametern mit den Integralen
oder den Summen iiber die z; vertauschen, es gilt also

0 = % Rnpﬁ(x) d"r = 8;gk Rnpel,---,0m<$17"‘ 7'TTL) dﬂ?lded«xn
—r—
=1
— /n %GBTM(I]-’ e 7.7;’”) dxldﬂj2 .. dxn (16)

Dass man die Ableitung mit dem Integral vertauschen kann, ist jetzt nicht immer ganz
selbstverstandlich, da wir etwa bei gleichverteilten Zufallszahlen ja eine Rechteck-Funktion
als W’keitsdichte haben, und die ist im klassischen Sinne nicht differenzierbar (nur im
Distributions-Sinn), und solche Félle wollen wir hier mal ausschliessen. Schreiben wir jetzt
die Cramer-Rao Abschétzung hin:

Theorem 7.1.2 (Cramer-Rao Lower Bound): Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitskeits-
verteilung po(z) = pe, .. g, (T1,- -+ ,2,) mit

/ po(z) d"x = / Doy 00 (X1, - Ty) drydxy - - - dx, = 1



Fir k=1,---,m seien

Es bezeichne

Cov(f) := (Cov[ék,ég]) c RMM

die Varianz von ;. Wir definieren die sogenannte Fisher-Informations-Matrix I(8) durch

10y = (-e[%m]),, ., < B
mit
e[ ] = [ e ) mlee n) d's
und 771(6) sei das Inverse von I(6). Dann gilt:
<U,COV(é>1)> > (v, I7'(0)v) YveR™ (17)
Insbesondere gilt also:

Vo] = [17'0)],, (18)

fiir jeden erwartungstreuen Schéatzer 0, :R" 5 R.

Bevor wir die Cramer-Rao Abschéatzung in der nachsten Veranstaltung beweisen, wollen wir
die Abschétzung (18) konkret fiir das Beispiel 1 hinschreiben und damit das Theorem 7.1.1
vom Anfang der Vorlesung beweisen:

Beweis Theorem 7.1.1: Wir haben mit v := ¢

B . n 1 ~ (mi—p)
p@(x> - pu,u<x17 e ,In) - il;Il { \/%e 2 }
n o 5
log pp(r) = logpu,,,(xl, e Ty,) = —%log(27r1/) - Z ( 1211#)



und damit
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bekommen wir dann die folgenden Erwartungswerte:
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Also,
20
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und damit
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Die Cramer-Rao Abschétzung liefert also in diesem Fall

Vip] > I''(pv)hy = £ = &
Vo] > T Y uv)ee = 2 = 2

fiir beliebige erwartungstreue Schatzer g und 7 = o2 und damit haben wir das Theorem
7.1.1 bewiesen. W



