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Bevor Sie anfangen: Bitte geben Sie Thre elektronischen Kommunikationsgerate vorne ab. Wenn
wahrend der Klausur etwa ein Mobil-Telefon benutzt wird, muss die Klausur als nicht bestanden

gewertet werden.

Hilfsmittel Theorie-Teil (Aufg. 1-4, 50 Punkte): 1 beidseitig beschriebenes DIN A4 Blatt, eine
Formelsammlung und ein einfacher Taschenrechner. Die Zeit, die Sie fiir den Theorie-Teil verwenden
mochten, konnen Sie selber festlegen. Bevor Sie mit dem Programmier-Teil beginnen, miissen Sie

den Theorie-Teil abgegeben haben.

Hilfsmittel Programmier-Teil (Aufg. 5-8, 50 Punkte): Alle Hilfsmittel zugelassen. Sie bekom-
men einen USB-Stick, der am Ende der Klausur eingesammelt wird. Speichern Sie bitte Ihren R-Code

unter

auf diesem Stick.

Nachname-Vorname.R



Theorie-Teil:

1.Aufgabe (10 Punkte): Es sei z eine auf dem Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallszahl.
a) Berechnen Sie den Erwartungswert E[x ]

b) Berechnen Sie die Varianz V|z]

2.Aufgabe (15 Punkte): Berechnen Sie die folgenden Integrale analytisch mit Bleistift
und Papier. Sie konnen dazu alle Resultate und Theoreme aus der Vorlesung benutzen.
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Driicken Sie das Resultat von Teil (¢) durch die N(z)-Funktion aus, gegeben durch

y2
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N(z) = ffooe_*;—zy?.

3.Aufgabe (15 Punkte): Zufallszahlen {z;} , heissen exponential-verteilt mit Parameter
A > 0, wenn fiir alle z > 0

Prob[z; € [,z +dx)] = Ae Mdx

gilt und die Wahrscheinlichkeit fiir negative Zahlen 0 ist, also Prob[z; € [z,2 + dx)] = 0
falls z < 0.

a) Zeigen Sie, dass der Maximum Likelihood Schétzer fiir A gegeben ist durch
1

S\ML(xl X ) = T
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b) Wenn Sie iiberpriifen miissten, ob dieser Schétzer erwartungstreu ist, miissten Sie
iiberpriifen, ob die Gleichung

Elh] = A (1)

erfilllt ist. Wie ist das E[-] auf der linken Seite von (1) genau zu berechnen? Geben
Sie eine explizite Summe oder ein explizites Integral an. Sie miissen diese Summe oder
dieses Integral dann nicht weiter ausrechnen.



4.Aufgabe (10 Punkte): Es seien ¢q, ¢a,- - , ¢, standard-normalverteilte Zufallszahlen
und

Xo = 6165 - ¢ = I

Berechnen Sie die Varianz V[ X,,] .

Programmier-Teil:

5.Aufgabe (10 Punkte): Die Dichte py(z) fiir die Exponentialverteilung ist gegeben durch

pa(x) =

Ae ™ falls >0,
0 falls £ < 0.

Die Exponentialverteilung gehort zu den in R vorimplementierten W'keitsverteilungen.

a) Erzeugen Sie N = 10000 mit A = 0.5 exponentialverteilte Zufallszahlen und stellen Sie
sie in einem Histogramm dar.

b) Wiéhlen Sie die Skalierung des Histogrammes so, dass die Werte auf der y—Achse mit
der Wkeitsdichte (1) vergleichbar sind, und plotten Sie ebenfalls die W’keitsdichte, in
rot, in dasselbe Histogramm.

c) Es gibt die R-Funktion pexp() . Geben Sie den exakten analytischen Ausdruck fiir
pexp() an und verifizieren Sie durch einen geeigneten Plot, dass dieser analytische Aus-
druck tatséchlich mit pexp() iibereinstimmt.

6.Aufgabe (15 Punkte): Berechnen Sie numerisch mit Hilfe einer Monte Carlo Simulation
den Wert von folgenden Integralen:

a) f_21 e~27* dz, indem Sie normalverteilte Zufallszahlen benutzen

b) f_Ql e~2"" dz, indem Sie auf dem Intervall [—1, 2] gleichverteilte Zufallszahlen benutzen
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7.Aufgabe (15 Punkte): Fiihren Sie die folgenden Berechnungen in R durch:
a) Erzeugen Sie N = 10000 Zufallsvektoren
r = (1‘1,"' ,1'10) c anlo

wobei die x; unabhangige, normalverteilte Zufallszahlen sind mit Mittelwert p = 20
und Varianz o? = 16. Speichern Sie Ihre insgesamt N x n Zufallszahlen dann in einer
Matrix X € RV*" mit n = 10 und N = 10000.



b) Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Mittelwert u ist gegeben durch
o a) = 23 @)
Tiyeo  Tp) = — x;
H{xy, ) n —

Berechnen Sie das j fiir die N Zufallsvektoren aus (a) und speichern Sie die Werte in
dem Vektor hmu.

c) In der Vorlesung haben wir gezeigt: Der Maximum-Likelihood-Schétzer (2) ist nor-

malverteilt mit Mittelwert ;¢ und Varianz %2 Uberpriifen Sie diese Aussage numerisch,

indem Sie ein Histogramm fiir die ji’s aus (b) machen und in dieses Histogramm die
Dichte der entsprechenden Normalverteilung mit reinplotten. Wahlen Sie die Skalierung
des Histogramms so, dass die Werte mit der W’keitsdichte vergleichbar sind.

8.Aufgabe (10 Punkte): Fiihren Sie die folgenden Berechnungen in R durch:

a) Erzeugen Sie n = 1001 auf dem Intervall [0,1000] gleichverteilte Zufallszahlen {z;}!,
und speichern Sie sie in dem Vektor x .

b) Berechnen Sie den Mittelwert und die Standardabweichung der {x;}!, .
c) Geben Sie den Median und das dritte Quartil an.

d) Berechnen Sie das 10%-Quantil und das 99%-Quantil der {z;}!, .



