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Aufgabe 1) a) Mit Induktion: Für k = 1 haben wir

x1 = α1x0 +
1∑

j=1

cj α
1−j = αx0 + c1

und das ist korrekt. Die Formel gelte für k. Dann bekommen wir

xk+1 = αxk + ck+1

= α
{
αkx0 +

k∑
j=1

cj α
k−j

}
+ ck+1

= αk+1x0 +
k∑

j=1

cj α
k+1−j + ck+1

= αk+1x0 +
k+1∑
j=1

cj α
k+1−j

Damit ist der Teil (a) bewiesen.

b) Die Rekursion ist gegeben durch

Xtk = Xtk−1
+ κ(µ−Xtk−1

)∆t

= (1− κ∆t)Xtk−1
+ κµ∆t

Wir können also den Teil (a) anwenden mit

α := 1− κ∆t

ck = c := κµ∆t

und bekommen die explizite Darstellung

Xtk = αkX0 +
k∑

j=1

c αk−j

= αkX0 + c
k−1∑
ℓ=0

αℓ

= αkX0 + c
1− αk

1− α



mit

c

1− α
=

κµ∆t

κ∆t
= µ (1)

Also,

Xtk = αkx0 + µ (1− αk) = µ + αk(x0 − µ)

und Teil (b) ist bewiesen.

c) Die Rekursion ist gegeben durch

Xtk = Xtk−1
+ κ(µ−Xtk−1

)∆t + σ
√
∆t ϕk

= (1− κ∆t)Xtk−1
+ κµ∆t + σ

√
∆t ϕk

=: αXtk−1
+ ck

mit

α := 1− κ∆t

ck := κµ∆t + σ
√
∆t ϕk

Wir können wieder den Teil (a) anwenden und bekommen die explizite Darstellung

Xtk = αkX0 +
k∑

j=1

cj α
k−j

= αkX0 +
k∑

j=1

(
κµ∆t + σ

√
∆t ϕj

)
αk−j

= αkX0 + κµ∆t
k−1∑
ℓ=0

αℓ + σ
√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j

= αkX0 + κµ∆t
1− αk

1− α
+ σ

√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j

mit

κµ∆t

1− α
=

κµ∆t

κ∆t
= µ

Also,

Xtk = αkX0 + µ (1− αk) + σ
√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j

= µ + αk(x0 − µ) + σ
√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j

mit α = 1− κ∆t . Damit ist auch Teil (c) gezeigt.



Aufgabe 2) Wir benutzen die explizite Darstellung aus Teil (c) von Aufgabe 1:

Xtk = µ + αk(x0 − µ) + σ
√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j (2)

Da die ϕj unabhängige, standard-normalverteilte Zufallszahlen sind, gilt

E[ϕj ] = 0

E[ϕjϕk ] = δj,k

Also,

E[Xtk ] = µ + αk(x0 − µ) + σ
√
∆t

k∑
j=1

Eϕj ]α
k−j

= µ + αk(x0 − µ)

und

V[Xtk ] = E
[ (

Xtk − E[Xtk ]
)2 ]

= E
[ (

σ
√
∆t

k∑
j=1

ϕj α
k−j

)2 ]
= σ2∆t

k∑
i,j=1

E[ϕiϕj ]α
k−i αk−j

= σ2∆t
k∑

i,j=1

δi,j α
k−i αk−j

= σ2∆t
k∑

j=1

(α2)k−j = σ2∆t
k−1∑
ℓ=0

(α2)ℓ

= σ2∆t
1− α2k

1− α2
= σ2∆t

1− α2k

(1− α)(1 + α)

= σ2∆t
1− (1− κ∆t)2k

κ∆t(2− κ∆t)
=

σ2

κ

1− (1− κ∆t)2k

2− κ∆t

Wegen

αk = (1− κ∆t)k =
(
1 − κ k∆t

k

)k
=

(
1 − κ tk

k

)k
k→∞

tk = t fest→ e−κtk = e−κt

bekommen wir dann im Limes ∆t → 0 oder k → ∞

lim
∆t→0

E[Xt ] = lim
∆t→0

{
µ + αk(x0 − µ)

}
= µ + (x0 − µ) e−κt

und

lim
∆t→0

V[Xt ] = lim
∆t→0

σ2

κ

1− (1− κ∆t)2k

2− κ∆t

=
σ2

κ

1− e−2κt

2
=

σ2

2κ
(1− e−2κt) .



Aufgabe 3) ..machen wir noch am Dienstag in der Vorlesung.


