Hochschule RheinMain Mathematische Methoden in der
Prof. Dr. D. Lehmann Quantenmechanik, SS 2023

week9: Der Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung

Die Resultate dieses week9 sind zusammengefasst in dem Theorem 9.1 auf Seite 6. Es sei
wieder I' eine endliche Menge, etwa

I =T, = [-L+L]4, (1)

der mit positivem Gitterabstand Az diskretisierte Ortsraum-Wiirfel mit Kantenlange 2L, und

B = {e:T=>Cll1<a<||} (2)

sei eine ONB von L%(T'), orthonormal beziiglich des Standardskalarproduktes in CI'l. Wir

betrachten einen beliebigen Operator oder auch Einteilchen-Operator (gleich haben wir noch
einen Zweiteilchen-Operator)

h : L*T) — L*I) (3)

Die Wirkung auf ein beliebiges f € L*(T") konnen wir schreiben als

hf = h%:ea (ear f) = Z%eﬂ (65’h6a> (eas f) (4)
oder auch
(hf) (@) = Z%@ﬁ(fb‘) hga (€as f) (5)

mit den Matrix-Elementen
hﬁa = (65, hea) (6)

Wir betrachten weiter den dazugehorigen n-Teilchen Operator definiert durch

H, = fjh o LA™ — L*(IM) (7)
(han)(xlv 7xn) = Zﬁeﬁ(‘ri) hﬂa (eavfn)i(xb'"fi"' >xn) (8)

mit dem Skalarprodukt fiir die i-te Koordinate (eq, fn); € L*(I'™™!) gegeben durch

(ea’fn)i(xl’...@... ’xn) — Z éa(yi) fn(xla"' Wiyt ,-Tn) (9)

y; €l



Wir haben dann etwa

=

(annxml» axn) = (h fn)(xlv vxn)
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Zeﬁ(‘rl) hﬁa (eaafn)z(xla f ,l’n)

i=1a,8

= ZZ Z GB(I’Z) hﬁaéa(yl) fn(xla"' s Yiy ot 7xn)
i=1a,B8 y; €l

= Z hﬂa Z eﬁ(xl) éa(yi) fn(mla"' yYiy - 7~Tn) (10)
a,f =1y, el

Fiir identische Teilchen miissen wir das H,, auf den Raum der symmetrischen oder antisym-
metrischen Wellenfunktionen einschranken, also definieren wir

H = Hn‘Lg(Fn) (11)
Hyy o= Halpy (12)

Erinnern wir uns an die Formeln aus Folgerung 8.1, es gilt sowohl fiir den symmetrischen als
auch fir den antisymmetrischen Fall

M:

(agaafn)(zla"' ,[L’n) = (xl) éa(yi) fn(xlf" y Li—1, Yiy Lig1,y "0 75BTL) (13)
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M:

65( ) éa(yl) gn(xh X1, Yiy Tig, axn) (14)

(Cgcagn)(xla e 7l’n) -
y; €l

@
Il
—

mit f, € L2(I'") und g,, € L2(I'). Damit bekommen wir dann also die Darstellungen

n

H° = Zhﬁaa;aa o LA™ — LA(IM) (15)
a7/8

H) = Zhgaczgca o LA™ — LA(T™) (16)
a?/B

Zweiteilchen-Operator
Betrachten wir jetzt einen beliebigen Zweiteilchen-Operator
v o L*(?) — L*(I?) (17)
etwa
)z, y) = vlz,y) f(z,y) (18)

mit einer Funktion v(x,y). Typischerweise ist v(x,y) = v(y, x), dann bildet v symmetrische
auf symmetrische und antisymmetrische auf antisymmetrische Wellenfunktionen ab. Wir
konnen schreiben, zunéchst mal ohne irgendwelche Symmetrien zu betrachten,

flxy) = > (ea ®@ep)(2,y) (a @ e, f) (19)

a,B



und

(f)(z,y) = Dlv(ea ®@ep)l(z,y) (ea @ e, f)

a?ﬁ

= %:6(67 ® es)(z,y) (64 ® e5,v[eq @ eg]) (€a ® e, f)

Der zugehorige n-Teilchen-Operator ist dann definiert durch
(ol ) = 5 50 3 (e @ea)wn ) (e @ s, vlea@es]) x
s 0
(ea @ €g, fn)ij(T1, Ty T Ty)
mit dem Skalarprodukt fiir die ¢-te und j-te Koordinate
(ea ®ep, fr)ig(wr, - Ti--Tj---2n) = Y (i) €s(yy) fulr, - yi---yj- )
Yisyj

Wir konnen dann etwa schreiben

(Hofa)(@n, o ma) = L5 5 en(a) eslas) (3, 0[v]or, B x

,j=1 By
i#] Ay

> Cali) ep(y;) fulwr, - yis -y o)

YiYj

mit den Matrix-Elementen
(v, 0v|a, B) = (e, ®@es, v]ea ®@eg])
Wir ziehen die Summe iiber die Basis-Zustande wieder nach vorne und schreiben
(Hnfo)(@1, - s an) =

3 ;6<%5\U|0475> 2o 2 ey(wi) es(xy) ea(yi) es(ys) fal@a, - yiv -y )
aBy ’LZJ;jl Yi Yj

(22)

(23)

(25)

(26)

Wir miissen das wieder auf den Raum der symmetrischen oder antisymmetrischen Wellen-

funktionen einschranken, also definieren wir wieder

und erinnern uns wieder an die Formeln aus Folgerung 8.1,

3

(afyraafn)(xlf” ,Ll’n) = y =t 67<5L’i) éa(yi) fn(xb'" yYir e 71:71)
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(Cgcﬁgn)(l’l: e 7x7l) = 65(1‘1) éﬁ(yl) gn(xb Yyt 71771)
i=1y;el’
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—

(27)
(28)



fiir symmetrisches f,, und antisymmetrisches g,. Betrachten wir zunachst den symmetrischen
Fall. Wir konnen schreiben

M:

(a5 aglayaafol) (@, - 2n) = es(xi) €p(yi) [ay aa ful (T, -+ i+ s an)

.
Il

1y;el’

'Mz

S5 eslai) es(y:)

e’Y(xj) éCX(yJ) fn(xla"' yYiy * e 7yj7"' 7xn)

i=1y; el ;2 y; €T
+ > es(wi) es(vi) ey (Yi) €a(2i) fu(@1, - s ziy- o ) (29)
1=1y;el z; €l

oder

n

(a5 aglay aaful) (@1, 2n) = 0pq 30 3 €s(wi) €alz) fular, -+ 2,0 2n)

=1 ZiGF

+ 2 eslm)es) S X (@) ealus) fulwn iy @)

i=1y;el’ ; y; €T

(S
S

= 55,’7 (a(;raafn)(xb T axn)

+ i Z 65($i) e’Y(xj) éﬁ<yi) éa(?h) fn(xb'" yYis o 3 Yjy e 7xn) (30)

4,j=1 y; y; €T
oy Yi,Y; €

Dabei steht das y; an der i-ten Stelle und das y; an der j-ten Stelle in der Argument-Liste
des f,. Wegen

agay = ajag + Op, (31)
haben wir
ay agalagfn = ajaagaefn + 0pqay aafn (32)
Aus (30) und (32) folgt dann offensichtlich
(a5 ayapao fu) (@1, 2n) =

S eswi) e () E) Ealus) Ful@r o b s T (33)

Ny v el
Damit erhalten wir die folgende Darstellung:
(Hfzfn>(xl7 e ,ZL‘n> =

S (ol B) 3 S0 S ey () esles) falui) () falar, vy )

afyd B Vi
= % Z <”y,(5\v\a,ﬁ> (a;&jaﬁaafn)(zb'“ 7xn) (34)

aByd



Schreiben wir noch die antisymmetrische Version hin: Wir bekommen, jetzt mit f, € L2(T™),

(Fesleteaful (e m) = 3% esla) sy [eheaful (e g

i=1y; €l

= X eslmestu) X e () ealy) fulwn gy

+ Z > es(wi) es(yi) . ey (i) €alzi) fr(@e, - 25, )

oder

(cg_cﬂ[cjcafn])(xh”' ,In) = (5,3,7 Z Z 65('ri)éa(zi> fn(‘rl"" )Ryt

i=1 z;el
+ 22 2 es(@i)es(yi) Do o ey(wy) ealys) fuley, - sy
i=1y;er i=1 y,er
J#i
65,’7 (C;rcafn)<x17 e ,.’L’n)

LY eslm) ey () es(u) Ealus) Falmn e o yin U

i;ﬂfjl Y,y €L
Wegen
cgCc, = — C;FCB + ds4
haben wir
cgcﬁcjcafn = - C;_Cj/_cﬁcafn + 034 C;_Cocfn

Aus (36) und (38) folgt dann offensichtlich

- (Cgrc'jcﬂcafn)@jlv T ,l‘n) =

i > es(wi) ey (w5) ep(yi) €a(y) fulTe, o i sy,

6,J=1 y; y; €l
by Yi,Yj €

) xn)
) xn)
(35)
, Tn)
JYjs an)
(37)
(38)
751771) (39)

Damit erhalten wir die folgende Darstellung (im f,, ist ein y; immer an der j-ten Stelle, nicht

an der i-ten, so ist die Notation zu verstehen):

(Hp fu) (@1, @)

(26) - _ _
= X (dple,B) 5 3 3 ey(wi)es(w;) €alyi) esly;) falar, -
aBys Hi=1y;,y;
i#]
Umbe—

nennung
i <> J

il
afyé Zf# YisYj
(39)

= _% ;5<775’U|avﬁ> (C;C’Jyrcﬁcafn)(xlv"' ;xn)
afy

2 S il B) L S S elay) es(w) Ealy;) Es(yi) fali, -

(40)



oder

HE = +1 % (3,00l B) cteaca (41)
a,B’yJ

Fassen wir die Resultate in dem folgenden Theorem zusammen:

Theorem 9.1 (Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung): Es sei {ea}a , eine
ONB von L?*(T"). Gegeben seien die Einteilchen- und Zweiteilchen-Operatoren

h . L*T) — L*I) (42)
v L*T?) — L*I?) (43)

Wir definieren den n-Teilchen-Operator

Shi + 5 Y vy oo LA™ — LA(IM) (44)
=1 i,7=1
i#£]

mit der kinetischen Energie h; fiur das i-te Teilchen und der Wechselwirkungsenergie v;; zwi-
schen dem ¢-ten und j-ten Teilchen gegeben durch

(hzfnxml’ ,[L’n) = Z Z Gg(l'i) <5|h|0&> éa(yi) fn(xla"' yYiy© e vxn) (45)

a,ﬁyiEF
(vigfu) (@1, -+ 1) = (46)
Yo 2o ey(mi)es(zy) (v, 0lvla, B) €alyi) €s(ys) ful@, - i yj- - Tn)
aBy6 yiry;j
mit den Matrix-Elementen
(Blhla)y = (ep, hey) (47)
(7, 0v]a, B) = (e, Res, ve,@es) (48)

Die bosonischen und fermionischen Vielteilchen-Operatoren H; und H? seien gegeben durch
die Einschrankung von H,, auf die Menge der symmetrischen oder antisymmetrischen Wellen-
funktionen,

Hy = Hulpy g (49)

Hy = Halpy g (50)

n

Dann gelten die folgenden Darstellungen:

H: = Z;} azg (B|hla) ae + % ;éa af (v,0v|a, B) agaq (51)
a, apry

HS = ZB cg (Blhla) co + % ﬁz(s c 05 (,0|v|a, B) cpca (52)
a, afBy

mit den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus der Definition 8.1.



