Hochschule RheinMain Mathematische Methoden in der
Prof. Dr. D. Lehmann Quantenmechanik, SS 2023

week8: Der Formalismus der zweiten Quantisierung:
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Es sei I' eine endliche Menge, etwa
I =T, = [-L+L]4, (1)
der mit positivem Gitterabstand Ax diskretisierte Wiirfel mit Kantenlange 2L, und

L)T) = {¢:I'>C |32 = ¢@x)eC } = cM (2)

Die Notation ¢ € CI'! impliziert typischerweise eine eindeutige Reihenfolge der Koordinaten,
Y = (¢1, -+ ,¢r|), wohingegen die Notation ¢ € L*(T') zunéchst mal nur die ungeord-
nete Menge von Funktionswerten {1(z)},cr bezeichnet, wenn auf dem I' zunéchst mal keine
natiirliche Reihenfolge der Elemente = € I festgelegt ist.

Es sei
B = {e:I'>C|1<a<|l] } (3)

eine ONB von L?(I"), orthonormal beziiglich des Standardskalarproduktes in CITl:

(eases) = ) €alT)es(x) = dap (4)

zel’

Dann haben wir die folgenden ONB’s fiir die n-Teilchen Rdume L?(I'™) und L2(I'™):
s n! /2 s _®sn
B = {[m} ®5 eJsma ‘na€{0,1,~~,n}, Zna:n} (5)
ist eine ONB von L?(I') und
Bi = {Vileser | nac {01}, Tona = n | (6)
ist eine ONB von L?(T'™). Wir kiirzen ab
{nah)s = [giz] " @%edme (7)

{nal)a = Vnl @2 el (8)



so dass die [{na})s/q jetzt also auf 1 normierte Funktionen oder Vektoren sind (in der Defini-
tion im week 5 hatten wir die Normierungsfaktoren weggelassen). Wir wollen noch bemerken,
dass €2 = 1 als skalare Eins zu verstehen ist, also

e =1 € C = L*I

und nicht etwa als eine Funktion €% (z) = 1V, das wire dann das Element (1,--- ,1) € CIl =
L*(T'"). Mit anderen Worten,

€a@a€y = eq € LI xT°) = L*I')

ist eine Funktion von einer Variablen, nicht von zwei Variablen.

Definition 8.1 (Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren): Es sei
{ea: T > C | 1<a<]||}

eine ONB von L?(T"). Fiir jede Basis-Funktion e, definieren wir bosonische und fermionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a, a, und ¢, ¢

ab o L") — LI (9)
a, @ LAT™Y) — LX)
ct LAT™) — LAT™Hh (10)
Ca LAY —  L2(T7)

durch (fir n > 0)
al fn = Vn+1 e, R4 fn (11)

ctgn = Vn+1 e, R4 (12)

und die Vernichtungsoperatoren a, und ¢, als die adjungierten Operatoren von af und ¢}
beziiglich des Standardskalarproduktes,

(aafnJrl;fn) = (fnJrlva;fn) (13)
(CaGni1:Gn) = (gn+1,cg;gn) (14)

mit f, € L?(I'") und g, € L2(T").

Bevor wir die wichtigsten Eigenschaften in dem Theorem 8.1 weiter unten zusammenfassen,
wollen wir kurz an die Formeln erinnern, die wir in der 2. Aufgabe vom Ubungsblatt 4 und
in der ersten Aufgabe vom 5. Ubungsblatt bewiesen hatten, diese Formeln werden wir dann
zum Beweis des Theorems 8.1 bendtigen.



Lemma 8.1: Es gelten die folgenden Formeln:

a) Mit den n-Teilchen Funktionen F,, € L2(T") und G,, € L2(T"") gilt

1 ntl ~
(6a R Fn)(xl) 7xn+1) - + Z ( ) (1’1,' c Lyt an—i—l)
G L 5e G T
(ea Ra n)(xlf o 7xn+1) n+1 ; ( ) <x1> n(xla' cr Lyt

wobei das z; meint, dass das x; in der Argumentliste wegzulassen ist.

b) Mit den 1-Teilchen Funktionen fy,--- , f, € L*(T) gilt

filx) (i@ firo @ fa) ()

-

(f1®s"'®sfn)($"") =

-

@
I
—

(f1 ®a -+ ®a fu)(@,-+) =

S~ 3|~
1

wobei das ]?Z meint, dass dieser Faktor wegzulassen ist.

Beweis: Aufgabe 2 vom Ubungsblatt 4 und Aufgabe 1 vom Ubungsblatt 5. M

—1)"7 fi(x) (1 @a-- five- @a f) (-

,$n+1>

)

Theorem 8.1: Die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren al, a, und die
fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢}, ¢, haben die folgenden Eigen-

schaften:
a) Die Wirkung der a, und der ¢, ist gegeben durch (fir n > 0)
(aafn+1)(xla"' >-Tn) = vn+1 ZyEF éa(y) fn—&-l(yvxla"' 71:77,)
= Vn+1(6aafn+1)1('r17'” 7'rn)

(Cagns1)(@1, 1) = Vn+1 ZyGF ea(y) gnt1(y, 21, -+, )
= Vn+1(ea, gni1)1(z1, -, 2p)

b) Die Wirkung auf normierte Basisvektoren sicht folgendermassen aus:

(i) Im bosonischen Fall mit ng € Ny:

ag {ns})s = Vna+1 x [na+ 1 {ns}sza)s
ao {ns})s = VNa X |na_1:{nﬂ}ﬁ¢a>s

mit der Definition |{ng})s := 0 falls ein ng < 0.



(ii) Im fermionischen Fall mit ng € {0,1}:

Ca {ns}a = (1) X [na+1,{ns}sza)a (19)
Cal{nph)a = (=1)" X |10 = 1,{ns}pza)a (20)

mit einem Vorzeichen (—1)"<~ was man erhilt, wenn man ein e, von der ersten
Stelle an die a-te Stelle im antisymmetrischen Produkt bewegt,

Neg = N1+ "+ Ng_1 (21)
und der Definition |{ng}), := 0 falls ein ng ¢ {0,1}.

c) Es gelten die folgenden Vertauschungs- und Antivertauschungsrelationen:

[0, af] = a0} — afaa = Oagp (22)
{cacf} = caCh + Chca = bap (23)
und
(00, as] = [ag,af] = 0 (24)
{easce} = {ed.c5t = 0 (25)

b (a1, 1) = (ea @)oo Tur)
s ) = (€ @a gn) (21,0 Tnga)
Wir benutzen die Formeln aus dem Teil (a) vom Lemma 8.1:
(0 @, f) (@1, 1 Tnp) = 2o S (@) fular, oo B s Tupt)
(0 @0 ) (1, 1) = 2 S (~ 1) ealt) galan, - B e )

Dann bekommen wir fiir den fermionischen Fall

+
(gn+1 ) \c/‘% ) (gn+17 €a Qg gn)
1 n+1 - .
= > Gnn(@, meg) iy 20 (D)7 eal®) gn(wn, o Ty Tnga)
T1,,Tn41 i=1
1 n+1 - N
= nF1 Z (_1)2_ Z gn-l—l(l‘l?"' 7In+1) ea(xi) gn(xla"' y Ly oo axn-i-l)
=1 1, Tn41
1 ol —1 i—1 -~
= n+1 Z (_1)1* E ea(‘ri) <_1)Zi gnJrl(xi’xlu PR 7 P ;anrl) X
=1 X1, T+l

gn(l‘ly ERRR 7 PR 7xn+l)



Wir tun die Summationsvariablen umbenennen,

(xiaxla T 73?1'7 T 7xn+1) = (y17y2 e 7yn+1)
und erhalten weiter
ngn
(gn+l ) \/m) (gn—i-la €a Qq gn)

n+1
= 255 Y ean) G2 Yns1) G2 Ynr)

=1 Y1, 3Yn+1

= Z €a(y1) §n+1(y1792"’ ,yn+1) gn(yz,--- 7yn+1)

Y1, 5Yn+1

= Yoo (earGn1)1 (W2 s Ynt1) Gn(Y2, 0 Yng1)

Y255 Yn+l

= ( (ea> gn+1)1 ) gn)

mit
Cagn+1("') = Vn+1<€aagn+l)1<"'> = Vn+1zéa(x>gn+l<x7"')
Der Beweis fiir den bosonischen Fall, fiir das a,, geht analog.

Teil b, bosonischer Fall: Nach Definition ist mit ) ;ns =n

n 1/2 . .
ailfngt)s = Vel [ =] e @ @jes

Hg ng!

(n+1)!
(na + D!Mga 15!

1/2
— ®s(na+1) s ®Qsnp
= Vng+1 [ ] ey R ®,3¢a6ﬁ

= Vng+1|ng+1, {n6}57éa>s

und mit Teil (a) gilt

n!
ng n,g!

ao lngd)e = Vi [ o] T ale) @S )

Jetzt benutzen wir den Teil (b) vom Lemma 8.1,

-~

filz) (i ®s--fir @ fu)(-0)

1

3|

<f1®s"'®sfn)<'r7"') =

(2

Damit bekommen wir unter Berticksichtigung von (e,,eg) =0 fir o #



o |{nﬁ}>s = vn [ n! ]1/2 N (€as €a) [@2 G?SHB]

Hﬁ nﬁl n

Na—Na—1

NS

Na—>Na—1

= VMNa |na - 17{71/3}57504)5

Teil b, fermionischer Fall: Im antisymmetrischen Fall fiir die ¢, miissen wir ein Vorzeichen
beachten: Wir haben nach Definition der ¢ :

cil{nst)a = Vntlea®, V!l ®je)”

Die rechte Seite ist nur dann ungleich 0, wenn das e, in dem letzten Faktor noch nicht
vorkommt, also wenn n, = 0 ist. Wegen

€a Qg€ = —egQq€q
ist die Definition in (8) weiter oben,

{nat)a == vn! ®Z eq”
nicht ganz eindeutig: Um das Vorzeichen eindeutig festzulegen, miissen wir die Reihen-
folge der e, festlegen. Ok, wir haben vorausgesetzt, dass die Basisfunktionen e, durch

a € {1,2,---,|I'|} indiziert werden, dann haben wir eine natiirliche Reihenfolge, und die
sei jetzt vorausgesetzt. Damit bekommen wir dann

o [{ns})a

a ng
Vn+1vn!le, @, Q5

= VTl (e (@5 el |

Na—Na—+1
= (=)™ x |na+1,{ng}sa)a
mit der Besetzungszahl
Neq = N1+ +Ng-1

Die Wirkung von ¢, ist nach Teil (a) gegeben durch

ca {ng})a = Vn >z a() Vn! ®§€gﬁ(fﬁw“)

Wir wenden wieder den Teil (b) vom Lemma 8.1 an, jetzt die antisymmetrische Version:

S|

<f1®a"‘®afn)(x7"'> = é(_1)21f1<x> (f1®a"']?i"'®afn)('“)

Wir bekommen nur dann ein Ergebnis ungleich 0, wenn das e, unter den f; vorkommt, also
wenn das e, in dem ®7% egﬁ vorkommt. Steht es an der i-ten Stelle, bekommen wir ein



Vorzeichen (—1)""! und i — 1 ist dann die Anzahl der eg vor dem e,. Das ist nun genau die
Besetzungszahl

Neq = N1+ "+ N1

Also,

alfnsha = VAVAL - (S0 (e ea) [@ €

] Na—Na—1

= V=Dl (-1 (@]

Na—Na—1

= (_1>n<a ’na -1, {nﬁ}ﬂ¢a>a

c) Die kanonischen Vertauschungs- und Antivertauschungrelationen (22) und (23) werden in
der ersten Aufgabe vom neuen Ubungsblatt 8 bewiesen. Fiir die iibrigen Fille haben wir

cieh fo = V(n+2)(n+1) eq ®, (e @4 fo)

= V(n+2)(n+1) (ea ®aep) X fa

= —/(n+2)n+1) (e R4 ca) Ra fn

= — \/(n—l—Q)(n—{—l) €3 ®q (ea ®q fn)
= —cich fa
und
acsf = V=T Seala) sl )
= \/(n—l)n Zx:éa@j) Z%(Z/) fn(y7x7)

= Vi —=Dn 2 e(@) 26y) (=1) fal@y,)
= —V-1n %éﬁ(y) 2 () fulz,y,--)

= —CpCq fn
und analoge Formeln fiir den symmetrischen Fall. W
Aus dem Beweis der kanonischen Vertauschungs- und Antivertauschungsrelationen (22) und

(23) ergeben sich noch die folgenden Formeln, die wir dann néchste Woche gleich wieder
brauchen werden:



Folgerung 8.1: Fiir beliebige F,, € L*(I') und G, € LZ(T") gilt

n
(afaaFn)(zr, - an) = 30 eg(wi) D €alwo) Fu(@o, 21, -+ Ty oo, )
=1 fte)
n
= Z 65(1‘1) éa(yi)Fn(xla'” s Li—1, Yir Tig1, " "
i=1yel

und

n

(CZCQGn)(Z'l,"' 71:71) - Z (_]-)i_l eﬂ(xz) Zéa(:pO) Gn(x()wrla"' 7@7"'

i=1
n
= > > eﬁ(l'z‘) eal¥i) Gn(T1, - Tic1, Yi, Tigr, -
i=1y;el’
Insbesondere gilt:
Zajaa = ch_ca = N
e (03

mit dem Teilchenzahl-Operator

(ﬁfn)(l‘h ’xn) = nfn(xh"' axn) .

Beweis: U-Blatt 8, Aufgabe 2. W

, Tn)

(28)



