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week7: Das ideale Fermi-Gas

Wir betrachten jetzt das ideale Fermi-Gas definiert durch den Hamilton-Operator

HN = − ℏ2
2m

N∑
i=1

∆Γ
xi

: L2
a

(
[Γx × {↑, ↓}]N

)
→ L2

a

(
[Γx × {↑, ↓}]N

)
(1)

Eine Basis aus Eigenfunktionen für den Ein-Teilchen Hamilton-Operator ohne Spin

h := H1 = − ℏ2
2m

∆Γ
x : L2(Γx) → L2(Γx) (2)

hatten wir in dem Theorem 2.2 im week3 angegeben, es war

h ek = εk ek (3)

mit

εk = ℏ2
2m
µk = ℏ2

2m

d∑
i=1

( sin(ki∆x)
∆x

)2 ∆x→0→ ℏ2
2m

d∑
i=1

k2i = ℏ2k2
2m

(4)

und den Eigenfunktionen

ek(x) := 1

(2ML+1)
d
2
ei k·x = 1√

|Γ|
eikx (5)

mit dem Normierungsfaktor

1
|Γ| = 1

|Γx| = 1
|Γk|

= (∆x∆k)d

(2π)d
(6)

Wir wollen jetzt noch die Spin-Freiheitsgrade mit berücksichtigen. Das ist in diesem week7
nicht wirklich nötig, der einzige Effekt sind ein paar Faktoren von 2 hier und da, aber vielleicht
ist das hier schonmal eine ganz gute Gelegenheit, sich an den etwas erweiterten Formalismus
zu gewöhnen, im nächsten Kapitel 2 brauchen wir den dann.

Ein-Teilchen Raum mit Spin

Der Ein-Teilchen Raum mit Spin ist

L2
(
Γx × {↑, ↓}

)
=

{
ψ = ψ(x, σ) : Γx × {↑, ↓} → C

}
(7)

mit dem Standardskalarprodukt

(ψ, φ) =
∑

(x,σ)∈Γx×{↑,↓}
ψ̄(x, σ)φ(x, σ) (8)



Der Ein-Teilchen Hamilton-Operator ist Spin-unabhängig und derselbe wie in (2), also wenn
wir ein ψ ∈ L2

(
Γx × {↑, ↓}

)
etwa als zweikomponentige Grösse schreiben,

ψ =

(
ψ↑(x)
ψ↓(x)

)
mit ψσ ∈ L2(Γx) , dann hätten wir

hψ =

(
[hψ↑](x)
[hψ↓](x)

)
Eine Basis aus Eigenfunktionen ist dann gegeben durch{

ekτ = ekτ (x, σ) := ek(x) δτ (σ)
∣∣ (k, τ) ∈ Γk × {↑, ↓}

}
(9)

mit den Spin-Funktionen

δτ : {↑, ↓} → C , δτ (σ) := δτ,σ =

{
1 für σ = τ

0 für σ ̸= τ ,
(10)

das sind also einfach nur Kroenecker-Deltas. Da der Hamilton-Operator Spin-unabhängig ist,
gilt dann

h ekτ = h (ek δτ ) = (h ek) δτ = εk ek δτ = εk ekτ (11)

und wir haben die Skalarprodukte

(ekτ , ek′τ ′) =
∑
x,σ

ēkτ (x, σ) ek′τ ′(x, σ)

=
∑
x

ēk(x) ek′(x)
∑
σ

δ̄τ (σ) δτ ′(σ) = δk,k′ δτ,τ ′ =: δkτ,k′τ ′ (12)

N-Teilchen Basis mit Spin

Wir kürzen ab (der Index s für spin)

Γx,s := Γx × {↑, ↓} (13)

Γk,s := Γk × {↑, ↓} (14)

Nach dem Theorem 5.1 aus dem week5 ist dann{ √
N ! ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN

∣∣ 1 ⪯ (k1, τ1) ≺ · · · ≺ (kN , τN) ⪯ |Γk,s|
}

(15)

eine ONB von L2
a(Γ

N
x,s) . Dabei ist ≺ irgendeine Ordnungsrelation auf Γk,s, die dann also eine

eindeutige Reihenfolge der |Γk,s| = 2|Γk| (Impuls,Spin)-Paare festlegt. Es gilt dann

HN ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN = Ek1,...,kN ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN (16)



mit den Energie-Eigenwerten

Ek1,...,kN =
N∑
i=1

εki , (17)

das ist dann, genauso wie beim idealen Bose-Gas, einfach die Summe der kinetischen Energien
aller N Teilchen.

Besetzungszahl-Darstellung mit Spin

Wir führen wieder die Besetzungszahlen

nkτ := Anzahl von ekiτi in ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN mit (ki, τi) = (k, τ)

= Anzahl von (ki, τi) in {k1τ1, · · · , kNτN} mit (ki, τi) = (k, τ) (18)

mit ∑
(k,τ)∈Γk,s

nkτ = N (19)

ein. Wegen

ekτ ⊗a ekτ = 0 (20)

kann ein ekτ nur ein einziges Mal vorkommen, das ist jetzt der wesentliche Unterschied zum
idealen Bose-Gas:

nkτ ∈ { 0 , 1 } (21)

Mit Hilfe der Besetzungszahlen {nkτ} können wir die Basisvektoren dann wieder folgender-
massen schreiben:

ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN = ⊗a
kτ∈Γk,s

e⊗ankτ
kτ =: | {nkτ} ⟩a (22)

und wir definieren für die komplex konjugierten Basisvektoren

ēk1τ1 ⊗a · · · ⊗a ēkN τN = ⊗a
kτ∈Γk,s

ē⊗ankτ
kτ =: a⟨ {nkτ} | (23)

Das Skalarprodukt in L2
a(Γ

N
x,s) liest sich dann folgendermassen, wir wenden den Teil (b) vom

Lemma 4.2 an:

⟨ {nkτ} | {ñkτ} ⟩a :=
(
ek1τ1 ⊗a · · · ⊗a ekN τN , ek̃1τ̃1 ⊗a · · · ⊗a ek̃N τ̃N

)
=

1

N !
det

[
(ekiτi , ek̃j τ̃j)

]
1≤i,j≤N

=
1

N !
Π
kτ
δnkτ ,ñkτ

(24)



Mit dieser Notation gilt dann

HN | {nkτ} ⟩a = E{nkτ} | {nkτ} ⟩a (25)

mit den N -Teilchen Eigenenergien

E{nkτ} =
∑

kτ nkτ εk (26)

Grundzustand ideales Fermi-Gas

Da jeder Impulszustand ek nur mit maximal zwei Elektronen besetzt sein darf, mit einem
Spin-up und einem Spin-down Elektron, können wir jetzt nicht einfach alle N Teilchen in das
niedrigste Energie-Niveau mit εk=0 = 0 packen, sondern wir müssen nacheinander auch die
nächst höheren Energie-Niveaus besetzen. Wenn wir das höchste Energieniveau, was wir auf
diese Weise erreichen können, mit εF bezeichnen, das nennt sich dann die Fermi-Energie, dann
muss die Anzahl der Impulse innerhalb der Impulsraum-Kugel mit Radius kF =

√
2mεF/ℏ

gleich N/2 sein, ∣∣∣ { k ∈ Γk

∣∣ ℏ2k2
2m

≤ εF

} ∣∣∣ !
=

N

2
(27)

Im Kontinuums-Limes ∆x→ 0 ist

k = j∆k = (j1, · · · , jd)∆k = (j1, · · · , jd) 2π
2L
, j ∈ Zd (28)

und die Bedingung (27) können wir dann auch folgendermassen schreiben:

N

2
!
=

∑
k

χ
( ℏ2k2

2m
≤ εF

)
= 1

(∆k)d

∑
k

(∆k)d χ
( ℏ2k2

2m
≤ εF

)
≈ 1

(∆k)d

∫
Rd d

dk χ
( ℏ2k2

2m
≤ εF

)
= (2L)d

(2π)d
ωd

∫∞
0
dk kd−1 χ(k ≤ kF )

= V ωd

(2π)d
kdF
d

= V τd
(2π)d

kdF (29)

mit dem Volumen V = (2L)d, der Fermi-Wellenzahl

kF :=

√
2mεF
ℏ

(30)

und ωd die Oberfläche und τd = ωd/d das Volumen der d-dimensionalen Einheitssphäre,



ωd =


2 für d = 1

2π für d = 2 ,

4π für d = 3

τd =


2 für d = 1

π für d = 2

4π/3 für d = 3

(31)

Also,

kdF = (2π)d

2τd

N
V

=: cd n (32)

mit der Konzentration n := N/V und der numerischen Konstanten cd := (2π)d/(2τd). Das
liefert dann

εF =
ℏ2k2F
2m

= ℏ2
2m

(cd n)
2/d (33)

λF = 2π
kF

=
(

2τd
n

)1/d
=

(
2τd v

)1/d
(34)

mit dem Volumen pro Teilchen v := V/N . Schauen wir uns ein paar numerischen Werte
für die Elektronen-Konzentration n, die Fermi-Energie εF , die Fermi-Geschwindigkeit vF =
ℏkF/m und die Fermi-Temperatur TF = εF/kB in realen Metallen an (aus: Charles Kittel,
Introduction to Solid State Physics, Eighth Edition):

Schreiben wir noch die Dichte-Funktion oder Dichte-Matrix für den fermionischen Grundzu-
stand hin, sie ist gegeben durch

ρ(xσ, x′σ′) =
∑

x2σ2,··· ,xNσN∈Γx,s

ψ̄0(xσ, x2σ2, · · · , xNσN)ψ0(x
′σ′, x2σ2, · · · , xNσN) (35)



wenn ψ0 den normierten Grundzustand bezeichnet,

ψ0 =
√
N !

∣∣nkτ = χk≤kF
⟩ =:

√
N !

∣∣ {n0
kτ }

〉
(36)

Wir wenden das Resultat aus Aufgabe 1 vom Übungsblatt 5 an, die antisymmetrische Version,
und bekommen

ρ(xσ, x′σ′) = N !
1

N2

N∑
i,j=1

(−1)i+j ēkiτi(xσ) ekjτj(x
′σ′) ×

(
ek1τ1 ⊗a · · · êkiτi · · · ⊗a ekN τN , ek1τ1 ⊗a · · · êkjτj · · · ⊗a ekN τN

)
=

(N − 1)!

N

N∑
i=1

ēkiτi(xσ) ekiτi(x
′σ′) ×

(
ek1τ1 ⊗a · · · êkiτi · · · ⊗a ekN τN , ek1τ1 ⊗a · · · êkiτi · · · ⊗a ekN τN

)
=

1

N

N∑
i=1

ēkiτi(xσ) ekiτi(x
′σ′)

=
1

N

∑
kτ∈Γk,s

n0
kτ ēkτ (xσ) ekτ (x

′σ′) (37)

=
1

N

∑
k∈Γk

n0
k ēk(x) ek(x

′) ×
∑

τ∈{↑,↓}
δσ,τ δσ′,τ

= δσ,σ′
1

N

∑
k∈Γk

n0
k ēk(x) ek(x

′) =: δσ,σ′ ρ(x, x′)

mit der Spin-unabhängigen Dichte-Matrix

ρ(x, y) =
1

N

∑
k∈Γk

χ(k ≤ kF ) ēk(x) ek(y) =
1

N

∑
k∈Γk

χ(k ≤ kF )
1

|Γx|
e−ik(x−y)

(38)

= (∆x)d ×
∑
k∈Γk

(∆k)d

(2π)d

χ(k ≤ kF )

N
e−ik(x−y)

Dabei haben wir in der letzten Gleichung wieder die Identität

1
|Γx| = (∆x)d (∆k)d

(2π)d
(39)

benutzt. Checken wir vielleicht noch kurz die Normierung,

1
!
=

∑
xσ

ρ(xσ, xσ) =
∑
x∈Γx

∑
σ∈{↑,↓}

δσ,σ ρ(x, x) = 2
∑
x∈Γx

ρ(x, x) (40)

mit ∑
x∈Γx

ρ(x, x) =
∑
x∈Γx

(∆x)d
∑
k∈Γk

(∆k)d

(2π)d

χ(k ≤ kF )

N

Def. von kF=
∑
x∈Γx

(∆x)d (∆k)d

(2π)d

N/2

N
=

|Γx|
|Γx|

1

2
=

1

2
(41)

das passt also alles.



Dichte-Matrix bei positiver Temperatur

Die Dichte-Matrix bei positiver Temperatur ist gegeben durch

⟨ρ⟩β(xσ, x′σ′) =

∑∞
n=0 ρn(xσ, x

′σ′) e−β En∑∞
n=0 e

−β En

=

∑
{nkτ}∈IN ρ{nkτ}(xσ, x

′σ′) e−β E{nkτ }∑
{nkτ}∈IN e−β E{nkτ }

(42)

mit IN gegeben durch (46) weiter unten,

ρ{nkτ}(xσ, x
′σ′) =

∑
x2σ2,··· ,xNσN∈Γx,s

ψ̄{nkτ}(xσ, x2σ2, · · · , xNσN)ψ{nkτ}(x
′σ′, x2σ2, · · · , xNσN) (43)

und den normierten Eigenfunktionen

ψ{nkτ}(x1, x2, · · · , xN) =
√
N ! ⊗a

kτ∈Γk,s

enkτ
kτ (44)

und Eigen-Energien

E{nkτ} =
∑

kτ∈Γk,s
nkτ εk (45)

Die Eigenfunktionen und die Energieeigenwerte werden also wieder nicht durch ein einzelnes
n indiziert, sondern durch eine Auswahl von Besetzungszahlen

{nkτ} ∈
{
{nkτ}kτ∈Γk,s

∣∣ ∀kτ : nkτ ∈ {0, 1} ,
∑

kτ nkτ = N
}

=: IN (46)

die im Gegensatz zum bosonischen Fall jetzt also nur 0 oder 1 sein dürfen. Wie in Gleichung
(37) bekommen wir

ρ{nkτ}(xσ, x
′σ′) =

1

N

∑
kτ∈Γk,s

nkτ ēkτ (xσ) ekτ (x
′σ′) (47)

Also,

⟨ρ⟩β(xσ, x′σ′) =

∑
{nkτ}∈IN ρ{nkτ}(xσ, x

′σ′) e−β E{nkτ }∑
{nkτ}∈IN e−β E{nkτ }

=
1

N

∑
kτ∈Γk,s

⟨nkτ ⟩β,N ēkτ (xσ) ekτ (x
′σ′) (48)

mit

⟨nkτ ⟩β,N :=

∑
{nkτ}∈IN nkτ e

−β
∑

kτ nkτ εk∑
{nkτ}∈IN e−β

∑
kτ nkτ εk

(49)



Zur weiteren Berechnung von ⟨nkτ ⟩β,N betrachten wir wieder die Grössen

Zkσ(z) :=
∞∑

N=1

zN
∑

{nqτ}∈IN
nkσ e−β

∑
qτ nqτ εq (50)

Z(z) :=
∞∑

N=0

zN
∑

{nqτ}∈IN
e−β

∑
qτ nqτ εk (51)

Wir bekommen mit einer ähnlichen Rechnung wie im week6 (Ü-Blatt 7)

Zkσ(z) = z e−β εk
∏

qτ ̸=kσ

(1 + z e−β εq) (52)

Z(z) =
∏
qτ

(1 + z e−β εq) (53)

Insbesondere für den Quotienten

⟨nkσ⟩β(z) :=
Zkσ(z)

Z(z)
=

z e−β εk

1 + z e−β εk
(54)

wobei das z = z(N) wieder so zu wählen ist, dass

⟨N⟩β(z) :=
1

Z(z)

∞∑
N=0

N zN
∑

{nkτ}∈IN
e−β

∑
kτ nkτ εk !

= N (55)

Schauen wir uns Gleichung (55) an: Wir können schreiben

⟨N⟩β(z) =
1

Z(z)
z
d

dz

∞∑
N=0

zN
∑

{nqτ}∈IN
e−β

∑
qτ nqτ εq

=
1

Z(z)
z
d

dz
Z(z) = z

d

dz
logZ(z) = z

d

dz

∑
qτ

log[1 + z e−β εq ]

=
∑
qτ

z e−β εq

1 + z e−β εq
= 2

∑
q

z e−β εq

1 + z e−β εq
(56)

Es ist üblich, das z durch ein µ, das sogenannte chemische Potential, gemäss

z = eβµ (57)

zu parametrisieren, wir bekommen dann

⟨N⟩β(z) = 2
∑
q

e−β (εq−µ)

1 + e−β (εq−µ)
= 2

∑
q

1

e+β (εq−µ) + 1
!
= N (58)

Im Limes T → 0 oder β → ∞ wird das zu

∑
q∈Γk

χ(εq < µ) = N/2 (59)



so dass das µ identisch ist mit der Fermi-Energie εF ,

µ = εF =
ℏ2k2F
2m

=
h2

2mλ2F
(60)

mit der Fermi-Wellenlänge

λF = (2τd v)
1/d (61)

und v = V/N dem Volumen pro Teilchen. Für βµ≫ 1 ist etwa

∫∞
0
dx e− β (x−µ)

1+ e− β (x−µ) = 1
β
log[1 + eβµ] ≈ µ =

∫∞
0
dx χ(x < µ) (62)

so dass dann auch für positive Temperaturen, so lange βεF ≫ 1 oder

T ≪ TF = εF/kB (63)

gilt, das µ durch die Fermi-Energie εF gegeben ist. Für typische Metalle ist die Fermi-Energie
im einstelligen Elektronenvolt-Bereich,

εF ∼ 1− 10 eV (typische Metalle) (64)

so dass dann

TF ∼ 1− 10 eV

8.62× 10−5 eV
K

∼ 104 − 105 K (65)

Bei Raumtemperatur T ≈ 300K kann man die Bedingung T ≪ TF also als erfüllt ansehen
und wir können

µ ≈ εF (66)

setzen. Die Funktion

f(ε) :=
1

eβ (ε−µ) + 1
=

1

e (ε−µ)/(kBT ) + 1
(67)

wird dann auch als Fermi-Dirac Verteilung bezeichnet und ist auf der nächsten Seite für
verschiedene Temperaturen T geplottet:



Das Folgende aus:

Charles Kittel, Solid State Physics, Kapitel 6: Free Electron Fermi Gas


