Hochschule RheinMain Mathematische Methoden in der
Prof. Dr. D. Lehmann Quantenmechanik, SS 2023

week7: Das ideale Fermi-Gas

Wir betrachten jetzt das ideale Fermi-Gas definiert durch den Hamilton-Operator
h? N r 2 N 2 N
HN = - % ;Aazl : La( [Fib X {Tw”] ) — La( [FI X {Tvi}] ) (1)
Eine Basis aus Eigenfunktionen fiir den Ein-Teilchen Hamilton-Operator ohne Spin
h = H = —ZAl . [XT,) — LX(T,) (2)

hatten wir in dem Theorem 2.2 im week3 angegeben, es war

h@k = Ek€L (3)
mit
_ 2 I d sin(k;Az)\2 Az20 p2 d ]{32 O R2E2 4
5k—%ﬂk—%zl(—m ) = m LK = o (4)
1= 1=
und den Eigenfunktionen
1 ik-x 1 ikx
ex(r) = ———e = —e 5)
() (2ML+1)% T (5)
mit dem Normierungsfaktor
1 1 _ 1 _  (AzAk)d
IR R ok (6)

Wir wollen jetzt noch die Spin-Freiheitsgrade mit berticksichtigen. Das ist in diesem week?7
nicht wirklich n6tig, der einzige Effekt sind ein paar Faktoren von 2 hier und da, aber vielleicht
ist das hier schonmal eine ganz gute Gelegenheit, sich an den etwas erweiterten Formalismus
zu gewohnen, im nachsten Kapitel 2 brauchen wir den dann.

Ein-Teilchen Raum mit Spin

Der Ein-Teilchen Raum mit Spin ist

L(Tex {1 4}) = { = v(@0) : Lox{tl} > C } (7)

mit dem Standardskalarprodukt

(¥, 0) = > U(x0)e(z,0) (8)
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Der Ein-Teilchen Hamilton-Operator ist Spin-unabhéngig und derselbe wie in (2), also wenn
wir ein ¢ € LQ(F;B x {1, i}) etwa als zweikomponentige Grosse schreiben,

_ (@) )
v = (0
mit ¢, € L*(T';), dann hatten wir

wo= ()

Eine Basis aus Eigenfunktionen ist dann gegeben durch

{ebr = errl(@.0) = exla)dr(o) | (k7)€ Thx {14} } (9)
mit den Spin-Funktionen

St () = €L Sle) = by = 40 0T (10)

T ’ 7 )T e = 0 firo#7,

das sind also einfach nur Kroenecker-Deltas. Da der Hamilton-Operator Spin-unabhéangig ist,
gilt dann

hewr = hlexds) = (hex)d, = epend, = cper (11)

und wir haben die Skalarprodukte

(ek’ra ek’T’) = Z ékT(l‘a U) Gk/T/(ZL‘, U)
= Z ék (.T) 6k1<1’> Z 57_(0') 57_/ (O') = 6k,k’ (57.’7_/ = 5kT,k’T’ (12)

N-Teilchen Basis mit Spin

Wir kiirzen ab (der Index s fiir spin)

Ips = Tux {11} (13)
Pk,s = I'p x {T,i} (14)

Nach dem Theorem 5.1 aus dem weekb ist dann
{ VNI ehyr, @+ @0 ehgry | 12 (k1) <o < (b, ) 3 [k} (15)

eine ONB von L2(T'Y,). Dabei ist < irgendeine Ordnungsrelation auf Ty, die dann also eine
eindeutige Reihenfolge der |T'y 5| = 2|I'x| (Impuls,Spin)-Paare festlegt. Es gilt dann

HN €kim Rg -+ Qg Chntn = Ek1 ..... ky €kim Rg -+ Qg ChyTNn (16)



mit den Energie-Eigenwerten

N
Ekl,...,kN = Zéfki, (17)
i=1

das ist dann, genauso wie beim idealen Bose-Gas, einfach die Summe der kinetischen Energien
aller N Teilchen.

Besetzungszahl-Darstellung mit Spin

Wir fithren wieder die Besetzungszahlen

ngr = Anzahl von ey, in e, Qg+ R €xpry Mit (ki 7)) = (k, 7)
= Anzahl von (k;, ;) in {ky71, -+, knyty} mit (k;, 1) = (k, 7) (18)
mit
Z(k,r)erk,s ngr = N (19)
ein. Wegen
err Qo rr = 0 (20)

kann ein eg, nur ein einziges Mal vorkommen, das ist jetzt der wesentliche Unterschied zum
idealen Bose-Gas:

ne € {0,1} (21)

Mit Hilfe der Besetzungszahlen {n;.} konnen wir die Basisvektoren dann wieder folgender-
massen schreiben:

€hin ®a B iyry = Qo g™ =1 [{ng})a (22)

k‘TEFk’S

und wir definieren fiir die komplex konjugierten Basisvektoren

élel ®a tee ®a ékNTN - ®a é]?;anlw = (z( {nkT} | (23)

k‘TEFk’S

Das Skalarprodukt in L2(T'Y,) liest sich dann folgendermassen, wir wenden den Teil (b) vom
Lemma 4.2 an:

<{nk7'} | {ﬁkT} >a = (ekl‘rl ®a T ®a ekNTN ) 61217':1 ®a ce ®a eE?N%N )

1
= ﬁ det [ (ekﬂw efc]-%]-) ] 1<i,j<N

1
= ﬁ ]:!':7'[_ 6nk7'7ﬁk‘r (24)



Mit dieser Notation gilt dann

Hy [{nir})a = By [ {14} )a (25)

mit den N-Teilchen Eigenenergien

Etngey = 2pr Tkr € (26)

Grundzustand ideales Fermi-Gas

Da jeder Impulszustand e; nur mit maximal zwei Elektronen besetzt sein darf, mit einem
Spin-up und einem Spin-down Elektron, kénnen wir jetzt nicht einfach alle N Teilchen in das
niedrigste Energie-Niveau mit ;o = 0 packen, sondern wir miissen nacheinander auch die
nachst hoheren Energie-Niveaus besetzen. Wenn wir das hochste Energieniveau, was wir auf
diese Weise erreichen konnen, mit € bezeichnen, das nennt sich dann die Fermi-Energie, dann
muss die Anzahl der Impulse innerhalb der Impulsraum-Kugel mit Radius kp = /2mer/h
gleich N/2 sein,

errk\%gsp}( L g (27)
Im Kontinuums-Limes Az — 0 ist
ko= jAk = (o, j0dk = (- ,da) 57, J € Z¢ (28)
und die Bedingung (27) kénnen wir dann auch folgendermassen schreiben:
3 Lo <)
= @arnd Z(Ak) ( PR < 5F)
o otk (2 < )
— gi dfo dk k1 x(k < kp)
= Ve % = Vil (29)
mit dem Volumen V = (2L)%, der Fermi-Wellenzahl
kp = 2’;; °r (30)

und wy die Oberflache und 7; = wy/d das Volumen der d-dimensionalen Einheitssphére,



2 fird=1 2 fuird=1

wg = 21 fird=2, Ti = T fiir d = 2 (31)
A fird=3 A /3 fird=3
Also,
27)@
kL = (27()1 S o= an (32)

mit der Konzentration n := N/V und der numerischen Konstanten cg := (2r)?/(274). Das
liefert dann

h2k2
er = S = I (0, )2 (33)
- 2 \1/d 1/d
o= o= (597 = (2mw)” (34)
mit dem Volumen pro Teilchen v := V/N. Schauen wir uns ein paar numerischen Werte

fiir die Elektronen-Konzentration n, die Fermi-Energie e, die Fermi-Geschwindigkeit vy =
hkp/m und die Fermi-Temperatur T = ep/kp in realen Metallen an (aus: Charles Kittel,
Introduction to Solid State Physics, Eighth Edition):

Table 1 Calculated free electron Fermi surface parameters for metals at room temperature

(Except for Na, K, Rb, Cs at 5 K and Li at 78 K)

Fermi
Electron Radius® Fermi Fermi Fermi temperature
concentration, parameter wavevector, velocity, energy, Ty = eplky.
Valency Metal incem™ r, inem™! incms™! ineV in deg K
I ——————
1 Li 4.70 X 10* 3.25 1.11 X 10* 1.29 X 10° 4.72 5.48 % 10*
Na 2.65 3.93 0.92 1.07 3.23 3.75
K 1.40 4.86 0.75 0.86 2.12 2.46
Rb 1.15 5.20 0.70 0.81 1.85 2.15
Cs 0.91 5.63 0.64 0.75 1.58 1.83
Cu 8.45 2.67 1.36 1.57 7.00 8.12
Ag 5.85 3.02 1.20 1.39 5.48 6.36
Au 5.90 3.01 1.20 1.39 5.51 6.39
2 Be 24.2 1.88 1.93 2.23 14.14 16.41
Mg §.60 2.65 1.37 1.58 7.13 8.27
Ca 4.60 3.27 1.11 1.28 4.68 5.43
Sr 3.56 3.56 1.02 1.18 3.95 4.58
Ba 3.20 3.69 0.98 1.13 3.65 4.24
Zn 13.10 2.31 1.57 1.82 9.39 10.90
Cd 9.28 2.59 1.40 1.62 7.46 S.66
3 Al 18.06 2.07 1.75 2.02 11.63 13.49
Ga 15.30 2.19 1.65 1.91 10.35 12.01
In 11.49 241 1.50 1.74 8.60 9.98
4 Pb 13.20 2.30 1.57 1.82 9.37 10.87
Sn(w) 14.48 2.23 1.62 1.88 10.03 11.64

“The dimensionless radius parameter is defined as r,, = ro/ay. where ay is the first Bohr radius and 1y is the radius of a sphere that contains one electron.

Schreiben wir noch die Dichte-Funktion oder Dichte-Matrix fir den fermionischen Grundzu-
stand hin, sie ist gegeben durch

,0(3507 1’/0/) = Z %(3507 To02, " - ,$NUN)¢0(33/0I733202,"' ,HTNUN) (35)
2202, ,TNONElz,s



wenn 1)y den normierten Grundzustand bezeichnet,

Vo = m‘”kT:ngkF> = m|{ngr}>

(36)

Wir wenden das Resultat aus Aufgabe 1 vom Ubungsblatt 5 an, die antisymmetrische Version,

und bekommen

p(zo,2'd’) =

1 N »
ok N2 .Zl(_l)lﬂ Crir; (00) ex;r; (2'0') X
17-]:
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mit der Spin-unabhangigen Dichte-Matrix

plr,y) =

1 1

< ]gk x(k < kr) ex(@) ex(y) = + gk X(k < kr)

(Al‘)d > E (Ak)? X(kSkF) —ik(z—y)

e
rer, N

Dabei haben wir in der letzten Gleichung wieder die Identitat

1 (An)d(Ak)
Tl (2m)?

benutzt. Checken wir vielleicht noch kurz die Normierung,

!
1 =

mit

Ckj;

Ck;Ti

®a 6kNTN)

c Qg ek‘NTN)

doplroxa) = 3 D1 e plw,x) = 2 3 plx,x)

zo z€ly oce{1,]} z€l'y

(aryd X(k < kp)

ST plz,x) = > (Az)® YD (@)

QEEFI

zel'y kel N

Def. von kp d (Ak)¢ N/2 ||
= Az
D

das passt also alles.

(38)

(39)

(40)

(41)



Dichte-Matrix bei positiver Temperatur

Die Dichte-Matrix bei positiver Temperatur ist gegeben durch

S po(zo,2'c’) e =P En

(p)s(wo,a'o’) =

Do €70
Z{nk‘r}’EIN p{nkT}(fEU, JZIO'/) e _ﬁE{nkT}
) (42)
Z{nkT}GIN e~ PP
mit I gegeben durch (46) weiter unten,
Pin.y (w0, 2'0") =
Z r &{nm—}(l’a, X0, - 7:CNUN) w{nkr}(x/o'/,xQO-Q,‘ . 7xNO-N> (43)
x202, , ENONELz s
und den normierten Eigenfunktionen
¢{nk7}(x17 Lo, 7:EN) = V N! ®a 61?7{” (44)
kTely s
und Eigen-Energien
Bty = ZkTGFk,s Ngr €k (45)

Die Eigenfunktionen und die Energieeigenwerte werden also wieder nicht durch ein einzelnes
n indiziert, sondern durch eine Auswahl von Besetzungszahlen

{ni-} € {{n]m-}]ﬁ—erk’s Vkr: ng. € {0,1}, >, ng = N } =: Iy (46)

die im Gegensatz zum bosonischen Fall jetzt also nur 0 oder 1 sein diirfen. Wie in Gleichung
(37) bekommen wir

1
p{nkT}(:p0-7 :LJOJ) - N k Z1" Ngr ékT(fEU) ekr(x’g’) (47)
TE k,s
Also,
‘o’ Z{nk"}EIN p{”kr}(maa :LJOJ) 6_6E{nkr}
Z{nkT}EIN € {nkT}
1 i y
= N . ZF <nkr>ﬁ,N exr(v0) epr(2'a’) (18)
TE k,s
mit

< > . — {nkT} N nk7 kr VkT €k ( )
nk,[- B.N €l (& Z v 3
{ lkr}EIN € ZkT Nkr €k 4{)




Zur weiteren Berechnung von (ng.)s y betrachten wir wieder die Grossen

o

Zio(2) = % N % iy e #Tarr
N=1  {ngJely

Z(z) = 3 N > e~ B 2grnarex
N=0 {ngrJEln

Wir bekommen mit einer #hnlichen Rechnung wie im week6 (U-Blatt 7)
Zko(2) = ze Pk IT 1+ ze_ﬂgq)
qT#ko

Z(z) = H(1+ze’5€q)

qT

Insbesondere fiir den Quotienten

o Zo(2) B ze PBew
modole) = ) =

wobei das z = z(N) wieder so zu wéhlen ist, dass

o0

(M50 = 57

N2 Y e B lr-mhrer = N
0

{nkT}EIN

N=

Schauen wir uns Gleichung (55) an: Wir kénnen schreiben

1 d &
Nig(z) = —— z— zN eiﬁZanquq
< )5() Z(z) dz NZ:() {nq%:elw
1 d d d
. ZZ(2) = z—logZ(z) = 2= Y logll o
Z() "0z 7 T g los?) = mg plosll A ze

ze Pea ze Pea

— 9y =
e gl—kze—ﬁaq

Es ist iiblich, das z durch ein u, das sogenannte chemische Potential, gemaéss

z = e
zu parametrisieren, wir bekommen dann
<N>5(Z) = 2 zq: 1+ e—B(eq—w) = 2 zq: et+B(eq—n) +1 = N

Im Limes T" — 0 oder 8 — oo wird das zu

> xleg<p) = NJj2

q€ely

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)

(55)

(57)

(58)



so dass das p identisch ist mit der Fermi-Energie p,

A

po=er = 5t S G (60)
mit der Fermi-Wellenlange
Ap = (2r50)Y4 (61)
und v = V/N dem Volumen pro Teilchen. Fir fu > 1 ist etwa
Jode sy = Slogll e ~ o= [de x(x < p) (62)
so dass dann auch fiir positive Temperaturen, so lange fep > 1 oder
T < Tr = cer/kp (63)

gilt, das p durch die Fermi-Energie e gegeben ist. Fiir typische Metalle ist die Fermi-Energie
im einstelligen Elektronenvolt-Bereich,

erp ~ 1—-10eV  (typische Metalle) (64)

so dass dann

1—10eV
Tr ~ ~ 10*—10°K 65
862 x 107 Y (65)

Bei Raumtemperatur 7' ~ 300 K kann man die Bedingung 7" < T also als erfiillt ansehen
und wir konnen

=
Q

setzen. Die Funktion

1 1

fle) = ePEm 11 eE-w/kel) 4 1 (67)

wird dann auch als Fermi-Dirac Verteilung bezeichnet und ist auf der néchsten Seite fiir
verschiedene Temperaturen 7" geplottet:



Das Folgende aus:

Charles Kittel, Solid State Physics, Kapitel 6: Free Electron Fermi Gas

The kinetic energy of the electron gas increases as the temperature is in-
creased: some energy levels are occupied which were vacant at absolute zero,
and some levels are vacant which were occupied at absolute zero (Fig. 3). The
Fermi-Dirac distribution gives the probability that an orbital at energy e
will be occupied in an ideal electron gas in thermal equilibrium:

1
expl(e — w/kpT] +1

fle)= (5)

The quantity u is a function of the temperature; u is to be chosen for the
particular problem in such a way that the total number of particles in the system
comes out correctly—that is, equal to N. At absolute zero u = €, because in the
limit T — 0 the function f(€) changes discontinuously from the value 1 (filled) to
the value 0 (empty) at € = € = p. At all temperatures f(e) is equal to 1 when
€ = p, for then the denominator of (5) has the value 2.
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Figure 3 Fermi-Dirac distribution function (3) at the various labelled temperatures, for
T = ey/ky = 50,000 K. The results apply to a gas in three dimensions. The total number of parti-
cles is constant, independent of temperature. The chemical potential g at each temperature may
be read off the graph as the energy at which f = 0.5.



