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week4: Symmetrisches und Antisymmetrisches Tensorprodukt

Letzte Woche hatten wir das Tensorprodukt von zwei L2-Raumen definiert, das war einfach
LX) ® L*(Iy) = LAy xTy) (1)

mit dem iiblichen kartesischen Produkt von zwei Mengen
T x Ty = { (21,9) | 21 €Ty, 2 €Ty } 2)

Das Tensorprodukt von zwei Elementen ¢; € L?(T';) und vy € L?(T'y) war dann definiert
durch

P ®Yy 0 I xTy — C
(V1 @ o) (w1, 29) = Pr(x1) Pa(22) (3)

man tut da also einfach Funktionen miteinander multiplizieren. Das Tensorprodukt von n
L?-Raumen besteht dann aus Funktionen von n Variablen und ist gegeben durch

L2T) @ ®L*T,) = L*T;x - xT,) (4)

Wir wollen damit Wellenfunktionen eines quantenmechanischen n-Teilchensystems beschrei-
ben und fiir die ist dann

rh =.-.. =1, =T = ur Spin s (5)
[, x {1, }} fiir Spins=1/2

wobei das T, = [—~L,+L]4, der mit Gitterabstand Az > 0 diskretisierte Ortsraum-Wiirfel
[—L,+L]* war, das war dann eine endliche Menge. Der quantenmechanische Hilbertraum ist
dann gegeben durch das n-fache Tensorprodukt

® = IO LX) = L*Tx---xI) = L*I") (6)

und der Hamilton-Operator fiir das n-Teilchensystem ist gegeben durch

n

h? N
Hy = -5 ;Ax +t3 > Viwi— ) (7)

i,j=1
i

wobei Agi der diskrete Laplace-Operator auf I', ist. Wie bereits im weekl erwahnt,

miissen die Wellenfunktionen von n identischen quantenmechanischen Teilchen entweder

durch symmetrische (Bosonen, ganzzahliger Spin) oder durch antisymmetrische (Fermionen,



halbzahliger Spin) Wellenfunktionen beschrieben werden. Das H,, in (7) wirkt also nicht auf
den ganzen L?(I'™), sondern nur auf die Unterrdume L?(I'™) oder L2(I'™) mit symmetrischen
oder antisymmetrischen Wellenfunktionen.

Symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktionen

Im folgenden bezeichnen wir die Elemente aus I' mit x so dass eine Funktion f € L*(T'™)
gegeben ist durch f = f(xy,---,x,). Eventuelle Spin-Variablen oy,--- , 0, wollen wir der
Einfachheit halber nicht explizit machen, die sind dann in dem x — (z,0) mit drin. Wir
definieren den Symmetrisierungsoperator P; und den Antisymmetrisierungsoperator P,

P, Py i LX) — LX(I7) (8)
fir n > 2 durch
(Pf) (@1, sa) = D res, [(@mrs o ) 9)
(Paf) (@1, @0) = 5 Xoses, SignT f(Tat,  Trn) (10)
wobei die Summe iiber alle Permutationen 7 der Zahlen {1,--- ,n} geht. Die Raume L?(T"™)

und L2(T™) von symmetrischen und antisymmetrischen n-Teilchen Wellenfunktionen kénnen
wir dann definieren durch

Ly(I") = PL*I") (11)

LAT™) = P,L*(IT™) (12)

Offensichtlich gilt dann fiir jede Permutation 7 € S,

(Psf)<x71>"' 7x7n) = (Psfxxla 75Un) (13)
(Paf)<x'rl> T ’xTTL) = SigHT (Paf)(xb o 7xn) (14)
und, da es genau n! Permutationen der Zahlen in {1,--- ,n} gibt,
P? = P, (15)
P = P, (16)

und P,P, = P,P, = 0, P, und P, sind orthogonale Projektionen.

Fiir ein f € L?(T) und ein g € L*(I'"™) definieren wir jetzt ein symmetrisches und ein
antisymmetrisches Tensorprodukt

C®s - o LA™ x LAT™) — LA(r™™) (17)

S

C Ry - L2(1—m) % LZ(Fm) N LQ(FnJrM) (18)

a



durch

f®sg = Ps(f®g)
f®ag = Pa(f®g> (19)

Fiir mehr als zwei Faktoren definieren wir rekursiv

f1®s"'®sfr = <f1®s"'®sfr71)®sfr
f1®a"'®afr = (f1®a"'®afr—1)®afr (20)

Zum Beispiel ergibt sich dann etwa fiir 4 Faktoren:

[i®s fo®s f3 @5 fa = Ps[(fi ®s f2®s f3) @ fu]
= PJ[PRJ[(f1®s f2) ® f3]® fa]

= PS[PS[Ps[f1®f2]®f3] ®f4} (21)

In dem nachsten Theorem zeigen wir, dass das dasselbe ist wie

Thm 4.1

fl®sf2®sf3®sf4 Ps[fl®f2®f3®f4} (22)

Insbesondere kann beliebig geklammert werden,

(fl®sf2)®5(f3®sf4) = f1®s(f2®sf3)®sf4 = fl®s(f2®sf3®sf4) (23)

Die wesentliche Eigenschaft ist, dass unter einem P, oder P, beliebige Subfaktoren f; durch
ein P, f; oder P, f; ersetzt werden konnen,

P(fi® -®fi® -®f) = P(i®  -QPfi® - ®f)
P(i® @} ®®f) = P(i® - QPfi® - ®f) (24)

Das folgt im wesentlichen aus dem Teil (b) des folgenden Theorems, da steckt die meiste
Arbeit drin.

Theorem 4.1: Wir haben die folgenden Eigenschaften:
a) Fir f € L*(T™) und g € L*(T™) gilt

[®sg = g®sf

f®ig = (=1)"" g®q f (25)



b) Fir f € L*(T") und g € L*(I'™) gilt

f®S<PSg> = f®sg
f®.(Pug) = f®ag (26)
und

f®s(Pag) = f@a(Pig) = 0 (27)

c) Esseien f; € L*(T"™),---, f, € L*(T™). Dann gilt

f1®s"'®sfr = Ps(f1®®f7”)

[i®Qafr = P(fi®--®f) (28)

d) Fir fi,..., f, € L*(T) gilt:

] filz) - filz)
(fl®a"'®afn)(x17"'axn) = Edet (29)

1 fiz) - filzn)
(fl R+ Qs fn)(:El? 7xn) = Eper (30)
' fa@1) oo fulzn)

mit der Permanente und der Determinante einer Matrix A = (a;;),

perA = Y Gig1c A (31)
TESR

detA = > signmaizi- - Gnan -
TI'ESn

Beweis: a) Wir beweisen die antisymmetrische Aussage, die symmetrische Aussage folgt
dann analog. Es sei 7 € S, ,, die Permutation definiert durch

71 = n+1

™ = n+m
Tm+1) = 1

T(m+n) = n

Dann gilt



und wir konnen wir schreiben

(f @a g) (1, Tpym) = W DSy ST [(Tr1, - Trn) 9(Tr(nin), - s Tr(nam))
= m Zﬂesn+m SigHW f(xTFOT(m-f—l)? e 7x7ro7'(m+n)) g(xmn-l; e 7x7ro7—m)
= Sigl’lT m Zw65n+m Sign<7r © T) g(xwm'la T 7x7ron) f(xWOT(m-‘rl)u T 7x7ro7'(m+n)>

= (_1)nm (g Rq f)(xlu 7‘rn+m)
Damit folgt Teil (a).

b) Wir zeigen wieder die antisymmetrische Aussage, die symmetrische Aussage folgt dann
analog. Zu zeigen ist

Pa(f®Pag) = Pa(f®g) (32)
Wir haben
Pa(f@-Pag)(J:la"' 7xn+m) = (33)
= m Zﬂesn+m Signﬂ- f(xﬂ'17 e al‘wn) (Pa 9)($7r(n+1), U 7x7r(n+m))

Die Summe iiber alle Permutationen 7 € S,,,,, konnen wir folgendermassen bewerkstelligen:
Die Menge {1, -+ ,n+m} zerlegen wir zunéchst mal in zwei disjunkte Teilmengen mit n und
m Elementen,

Liym = {1,---.n4+m} = iy, i} U{j1, - ,Jm} (34)
mit
< e < iy
1< o < m

Dann permutieren wir die ¢’s und die j’s mit Permutationen ¢ € S,, und 7 € S,,. Durch die
Wabhl der ¢’s sind die j’s offensichtlich eindeutig festgelegt. Also, fiir beliebiges F,

Z F("Tﬂl’ U 7$7T(n+m)) = Z Z F(xial7 e 7xia’n’ :L‘jfl’ e 7xj7m)

TESntm {ily"‘ 7in}CIn+m Ueegn
T m

Die disjunkte Zerlegung (34) definiert eine eindeutige Permutation und das Signum dieser
Permutation bezeichnen wir mit

sign ¢
Dann bekommen wir

signm = sign¢ signo signT



Also,
(n+m)! [Pa(f @ Pag)l(T1,+  Tngm) =

= Z Signﬂ_ f(ajﬂlv e 7x7rn> (Pa g) (xw(nJrl)a T 7337r(n+m))

7T€Sn+m

= Z Z SlgnZSlgnaSIgan(xloﬂ"“ 7‘rio'n) (Pag>(xj7'l7.“ 7xj‘r'm>

{117 ﬂn} 70_‘66572

=YY signisignosignt flz,,, i) signt (Pag)a, )

(i1, sin} 7€

= m' Z Z Slgnz Slgno- f('riol" o 7Iian) (Pag)(le’ o 7Ijm)

{ilv"' 7i7z} 0E€Sh
Nun ist

(Pag)(xju"' 7Ijm) = %ZTeSmSignTg(xjru"' 7'rj7'm)

Wir setzen das ein und bekommen
<n+m)' [P(l<f®Pag)]($17”' 7xn+m) =

= ml Z 2 sign ¢ sign o f(xiau"' 7'rio'n) (Pag)<xj1>"' 7'rjm)

{i1, in} 0ESn

= Z Z SigniSignUSigan<xial7"' 7xian) g('rol?"' 7xj7m)

(i, yin} €5

= Z SigHW f(xﬂ'ly U ;xﬂn> g(xw(n—i-l% T 7xw(n+m))
7T€Sn+m+é

= (n+m)! Po(f®@g)(@1, - Tnym)
Damit ist (26) bewiesen. Die Identitat (27) folgt dann sofort aus
fe(Pg) = Plfe(Rg)] = Plfe@P(Pg) "2 0
[ € (Pg) = Rlf@(Pg)] = RlfoP((Pg] "2 0
Damit ist auch der Teil (b) bewiesen.

c) Mit Induktion. Fiir r = 2 ist

fi®afo = Pu(fi® fo)



nach Definition von ®,. Die Aussage gelte fiir r. Dann

fl ®a"'®afr®afr+l Déf. (fl ®a"'®afr)®afr+l
Iﬂdgyp [Pa(fl SO fr>] ®a fr—f—l
(2 (fl®"'®fr)®afr+1
Def

= PlA® - ®f)® fr]
= FRli®o - ® & fr]

d) Folgt sofort aus Teil (¢) und den Definitionen fiir die Determinante und die Permanente
einer Matrix. W

Halten wir noch das folgende Resultat aus dem Beweis von Theorem 4.1 fest, wir werden es
spater noch einmal benutzen:

Lemma 4.1: Es sei F' € L*(I'"™™™) eine beliebige Funktion. Dann gilt

Z F($7T17 T 7~1'7r(n+m)) = Z Z F('rial? e ?xio'n7 xjrl? e ,:Uij> (35)
TESn+m {ily'" 7in}CIn+m ‘(:665:1

Dabei sind die 7’s und j’s eine disjunkte Zerlegung der Menge

In+m = {157n+m} = {Zl7aln}u{j1a7]m} (36)
mit
11 < e <y
< o < Jm

die j’s sind durch die ¢’s eindeutig festgelegt, und fiir das Signum der Permutation 7 definiert
durch (35) gilt

signm = signi signo signT (37)

wenn signi das Signum der Permutation bezeichnet, die durch die disjunkte Zerlegung (36)
definiert wird.

Beispiel: Fiir eine Funktion f = f(z) von einer Variablen gilt offensichtlich immer

f®.f = —fQaf (38)
und damit

f@f =0 (39)



Fiir Funktionen von 2 Variablen f = f(x;,25) muss das antisymmetrische Tensorprodukt
f ®q f jedoch nicht notwendig verschwinden. Fiir die antisymmetrische Funktion von zwei
Variablen

f(x,29) == a1 — 12 (40)
findet man etwa (U-Blatt 4)
(f Qa f)(xlvx%x?nx‘l) = (41)
= %{ (X1 — x2) (23 — 24) + (22 —23) (21 — 24) + (23 — 1) (22 — T4) }

und mit etwas rumprobieren kann man sich davon iiberzeugen, dass tatsachlich
(f ®a f) ('Iﬂ'17 L2, Tr3, x7r4) = Signﬂ- (f ®a f) (xla T2, T3, I‘4> (42)
fir Permutationen 7 € S, erfiillt ist.

Halten wir noch das folgende Lemma fest, was ebenfalls auf dem neuen Ubungsblatt 4 be-
wiesen wird:

Lemma 4.2: a) Fiir f,g € L*(I') gilt:
(fvpsg) = (Psf>g) = (Psfapsg) (43)
(f, Pug) = (Pufrg9) = (Puf, Pug) (44)
mit dem Standard-Skalarprodukt (-, -) in L} (™) = CII".

b) Fur fi,..., fn € L*(T) und gy, ..., g, € L*(T) gilt:

(@ @fa, 1 ® - ®Gn) = (fr,01) (fa, gn) (45)
(f1 Qs Qs frn, 91 Vs -+ Ds gn) = %per[ (fi;gj)lgi,jgn} (46)
(i®a ®afn, 1@ Qagn) = % det [ (fi, 9j)1<ij<n ] (47)

mit der Permanente und der Determinante einer Matrix A = (a;;),

perA = ) 1x1Unn (48)
TESy

detA := > signmaizi-- Gpan
Tl'GSn

Beweis: Ubungsblatt 4. W



