Hochschule RheinMain Mathematische Methoden in der
Prof. Dr. D. Lehmann Quantenmechanik, SS 2023

week2: Orts- und Impulsraum, Teill:
Eindimensionaler Fall, d = 1

Wir betrachten ein Ortsraum-Intervall z € [—L, L] und wollen der Einfachheit halber an-
nehmen, dass das L ganzzahlig ist, L € N. Wir wollen dieses kontinuierliche Intervall durch
ein endliches, diskretes Gitter approximieren. Dazu wahlen wir einen Gitterabstand

1
Ax = — 1
T i > 0 (1)

und wollen ebenfalls der Einfachheit halber annehmen, dass das M ganzzahlig ist, M € N.
Dann diskretisieren wir das Ortsraum-Intervall x € [—L,+L]| geméss

{_L7+L] ~ [_L7 +L]Am = {x—LMa e, L1, Loy, X1y '/ELM} — {xm} (2)
mit
Tm = g = mAx, me{—-LM,--- +LM} (3)

Fir festes M bekommen wir fiir L — oo den infinite volume limit mit festem Gitterabstand
Ax = 1/M > 0 und fiir festes L bekommen wir fiir M — oo den continuum limit bei
endlichem Volumen 2L < oo. Beide Grenzfille mochte man in der Physik gerne separat
betrachten kénnen und mit diesem Setup geht das offensichtlich.

Raum der Einteilchen-Wellenfunktionen

Die Menge aller komplexwertigen Funktionen auf [—L, +L]a, ist gegeben durch

{F] F:-L4la = C } = {flan) }i20,, = CHMH (4)
Im Kontinuumslimes Az — 0 sollen das dann die quadratintegrablen Wellenfunktionen aus
L
L*([-L,+L])) = {f:[-L+L = C | []|f(x)Pdx < oo } (5)
werden, so dass wir auch im endlich dimensionalen Fall die Notation
L*([-L,+L]as) = {f:[-L,+Lja, — C} = C*M*! (6)

benutzen wollen, obwohl das L? in dem Fall natiirlich redundant ist, die Bedingung

+LM

> @ = X fa)l < o (7)

z€[—L,+L]ax m=—LM

ist immer erfilllt wenn wir nur endlich viele x,, haben.



Vorwarts- und Riickwarts-Ableitung, symmetrische Ableitung

Eine Ortsraum-Ableitung d/dx kénnen wir auf verschiedene Art und Weisen diskretisieren.
Es sei

f+ [-L,+L] —» C (8)

eine beliebige Funktion. Dann sind die Vorwérts-Ableitung D, , die Riickwarts-Ableitung D _
und die symmetrische Ableitung D folgendermassen definiert:

f(szrl) - f($m> f(xm + Am) - f($m)

(D f)an) = L2 Ilom) ) o)
I e (Y

Das gilt zunédchst mal nur fir die inneren Punkte x,, mit Index |m| < LM so dass auf
der rechten Seite von (9-11) alles wohldefiniert ist. Falls m = £ML oder z,, = £L ist,
tauchen auf der rechten Seite von (9-11) die Funktionswerte f(xar4+1) = f(L + Az) und
f(z_pr—1) = f(—L — Ax) auf, die zunéchst mal nicht definiert sind. Wir miissen also sagen,
was da konkret fiir Zahlen genommen werden sollen.

Randbedingungen

Wenn wir etwa ein Elektron in einem Kasten [—L,+L] beschreiben wollen, ist es plausi-
bel anzunehmen, dass die Wellenfunktion am Rand und ausserhalb des Intervalls [—L, +L]
verschwinden tut, also f(z) =0 fiir |z| > L. Im kontinuierlichen Fall macht es keinen Unter-
schied, ob wir |z| > L oder |z| > L schreiben wenn wir stetige Funtionen voraussetzen. Im
diskreten Fall macht das einen Unterschied; damit das L2( [—L,+L] Aw) keine iiberfliissigen
Komponenten enthalt, definieren wir die Dirichlet-Randbedingungen durch

f(xm) == 0 VY|m|>LM  (Dirichlet Randbedingungen) (12)

Neben Dirichlet-Randbedingungen betrachtet man typischerweise, im wesentlichen aus
rechentechnischen Griinden, periodische Randbedingungen. Im kontinuierlichen Fall sind die
definiert durch f(+L) = f(—L) oder allgemeiner durch f(z 4+ 2L) = f(x). Wiederum, da
wir keine redundanten Komponenten in unserem L2( [—L,+L] Ax) =~ C2M+1 haben wollen,
definieren wir im diskreten Fall

f@yomy) = flr_pm) (13)

flx_pp—1) = f(rypnm)  (periodische Randbedingungen) — (14)
oder allgemeiner, fir v € [—L, +L]a,
flx+2L+ Az) = f(x) (periodische Randbedingungen)  (15)

Also wir fordern nicht etwa f(zyry) = f(z_ra), dann wire der Grundraum kein C2-M+1
mehr, sondern diese beiden Koordinaten konnen unabhangig voneinander frei gewahlt werden.



Matrix-Darstellungen fiir die diskreten Ableitungen

Wir benutzen den Index ‘d¢’ fiir ‘Dirichlet (boundary) conditions’ und ‘pc’ fiir periodic bound-

ary conditions. Weiterhin wollen wir fiir den Moment

N = LM

(16)

abkiirzen (das ist hier jetzt also keine Teilchenzahl in einem N-Teilchensystem). Dann haben
wir die folgenden Matrix-Darstellungen fiir die diskretisierten Ableitungen. Mit periodischen

Randbedingungen,
-1 +1 0 0
) 0 -1 +1 .
D o— . S C@N+1)x(2N+1)
0 -1 +1
+1 0 0 -1
+1 0 -+ 0 -1
-1 +1 0 0
DPe — L 0 -1 “-. °-. c C(2N+1)><(2N+1)
B Ax _
: .0 41000
o -~ 0 -1 41

(DY + D)

N |

0O +1 0 0 -1
| -1 0 +1 . 0

DC = _— _ =
P 2Ax 0 1 0
o . . 0 +1
+1 0 0 -1 0

-1 +1 0 -
) 0 -1 +1
Dic _ : 0 CEN+1)X(2N+1)
Ax ) ’
0 —1 +1
o o0 .-

c CEeN+Dx@N+1)

El-

0 - 0 —1 +1

(18)

(20)

(21)



e B 0 .
Die = —— _ g = - (D + D* 22
© = 5|0~ . 5 (DY + D%) (22)
0 o0 41
0 0 0 —1 0

In beiden Féllen sind das also (2N + 1) x (2N + 1) Matrizen und in beiden Féllen ist der
Grundraum, auf den diese Ableitungen wirken, derselbe, namlich

LQ( [—L, +L]A:1:) >~ 2N+ (23)

mit Dimension 2N + 1.

Hamilton-Operator fiir die kinetische Energie

Die kinetische Energie ist klassisch

2

Hyn = %02 = & (24)

2m

mit dem linearen eindimensionalen Impuls p = mv. In der Quantenmechanik muss der Impuls
durch den Impuls-Operator ersetzt werden, das ist gerade eine Ableitung:

QM
p > b= ii (25)
Das liefert dann den Hamilton-Operator fiir die kinetische Energie
~ -2
Haw = & = -£5 (26)

Wenn wir das diskretisieren, miissen wir sagen, welche Randbedingungen wir nehmen wollen.
Auf den ersten Blick wiirde man da Dirichlet-Randbedingungen als die natiirliche Wahl anse-
hen wollen. Das macht man jedoch nicht aus folgendem Grund: Wenn wir Dinge berechnen
wollen, ist es giinstig in einer Basis zu rechnen, in der das Hygn diagonal ist. Bei periodischen
Randbedingungen, betrachten wir gleich weiter unten, ist eine Basis aus Eigenfunktionen
gerade gegeben durch die ebenen Wellen

felz) = e'™** (27)

und die haben eine unmittelbare physikalisch intuitive Bedeutung: Bewegt sich ein Elek-
tron mit Impuls p = hk oder mit Geschwindigkeit v = p/m = hk/m in Richtung der
positiven z-Achse, dann wird es beschrieben durch eine solche ebene Welle e?**. Wenn wir
Dirichlet-Randbedingungen wéhlen wiirden, wiirden wir auf das Intervall [— L, + L] lokalisierte
Wellenziige als Eigenfunktionen erzwingen, die weniger intuitiv und analytisch aufwéandiger
sind, wir schauen uns das dann auf dem neuen Ubungsblatt ein bischen genauer an.



Eigenwerte und Eigenfunktionen von D,, D_ und D
bei periodischen Randbedingungen

Wir machen den Ansatz

flam) = e = fi(zn) (28)

mit einem noch zu bestimmenden k. Das k hat dann die Bedeutung einer Wellenzahl, das
ist 2 durch Wellenlange, und wenn man die mit /& multipliziert, hat das nach der de Broglie
Beziehung p = h/A = h/(27) - (2m)/A = h - k die Bedeutung von Impuls. Diese k’s, die
wir jetzt also bestimmen werden, bilden dann den Impulsraum, der wird dann genauso viel
Punkte haben wie der Ortsraum, 2N + 1 Stiick.

Fir |m| < LM = N bekommen wir

(D fi) () = DlomtBOfilon) P8l giken = A} £ (x,,) (29)
(D_fi) () = Llomlofeln=B0)  doe 22 gikon —: M- fi(2,) (30)
(Dfe)(@m) = Llntdofeln=bn) _ ethdroe S ke, ) £ () (31)

mit
No= e (32)
A, = e (33)
e (31)

Damit man fiir die Ableitungen an den Randpunkten x4y = x4y = M L/M = £L genau
dieselben \’s bekommt, miissen die fi’s genau den periodischen Randbedingungen (13,14)
gentigen. Das heisst,

f+L+Az) = fi(—L) (35)
Ji(~L—Az) = [fu(+L) (36)
oder
etEAan) ikt (37)
o—th(L+Az)  _  +ikL (38)

Die zweite Gleichung ist gerade das komplex konjugierte der ersten Gleichung, also redundant,
und die erste Gleichung (37) liefert

eik(Am-f—QL) — 1 (39)
Das bedeutet

k(Az+2L) = 2rj, j €T (40)



oder mit Az = 1/M,

M M

J
ko= ko= 2 L
R YV S E )

(41)

Die Eigenfunktionen sind dann, wenn wir fiir den Moment das j anstatt das k; als Index
wahlen,

. . iM  m . i
f]<xm) = etkizm  _— 6227’2§V+1M = 612”2;\;11 (42)
Da m ganzzahlig ist, gilt offensichtlich
i 2 (jJ+2N+1)m D) Jjm . P2 jm
fronn(on) = €SS o a2 e, (43)

und es kommen nur 2N + 1 verschiedene j-Werte in Frage, wir wahlen

Die k; nehmen dann die folgenden Werte an:

J
= 2mM
ks THON ¥
= k; € {k,N,---,k,l,ko,kﬂ,---,kﬂv} C [-nM,+7M] (45)
mit kg = 0 und
N L—oo ™
k = 4+2mM +r M = £ — 4
N ™oy T Az (46)
Der Abstand zwischen zwei k;’s ist
1 2
ki1 —k; = 2rM = T Ak (47)

2N +1 2L +1/M
Im Kontinuumslimes Az — 0 oder M — oo wird das zu

Az—0 2T
%

Ak —
2L

(48)

Schreiben wir noch die normierten Eigenfunktionen hin: Fir 5,/ € {—N,--- ,+N} bekom-
men wir die Skalarprodukte

N N ) , N .
(fj,fé) _ _Z_ij(xm) fz(iﬁm) _ Z e—zijm e-i—zkz:r:m _ Z 6—l(kj—ke):cm (49)

m=—N m=—N

Mit

o o
(kj — ko)wm = 27M AL 2 = or <;N+>1 (50)




folgt dann

N o G=Om
(fifo) = X e "ot = (2N +1) x &;, (51)

m=—N

Also sind die normierten Eigenfunktionen gegeben durch

er, (Tm) = ﬁ x etkiTm (52)
mit N =ML,
m
e mAz = M 53
x m Ax 7 (53)
_ 2y

AR = ) 1

b= Ak = o (54)

N = —-ML < m,j < +ML = +N (55)

Fassen wir die Ergebnisse in dem folgenden Theorem zusammen:

Theorem 2.1: Ortsraum {z,, }y__ 5 und Impulsraum {k;}"_y seien gegeben durch (53-55).
Dann bilden die 2N + 1 Funktionen oder Vektoren

eine Orthonormalbasis des C2¥*1 es gilt mit dem Standardskalarprodukt (-,-) im C2V+!

N

(eroer) = 20 ek (Tm)en,(Tm) = Okok, (57)

m=—N
Weiterhin gelten die Vollstandigkeitsrelationen

S e, (20) @ (Tn) = Dope, (58)

j=—N

Die e, sind Eigenfunktionen fiir die diskretisierten Ableitungen mit periodischen Randbe-
dingungen, es gilt insbesondere fiir die symmetrische diskrete Ableitung D,. gegeben durch

(19)

Dycer, = A ex, (59)
mit den Eigenwerten
Ay = i mBAD A0y - 2 ey (60)

und die ey, sind (2L + Az)-periodische Funktionen, es gilt ey, (2, + 2L + Az) = ey, (7).
Fiir den Normierungsfaktor 1/4/2N + 1 gilt die Beziehung

1 Az Ak
- o= 1
2N +1 2m (61)




mit

_ m+1 m 1
AT = Tpp—Im = G-y = g
. . 2m(+y 27 j _ 2
Ak = ki —k = 20+1/M 2L+1/M ~—  2L+1/M (62)

Kontinuumslimes und Infinite Volume Limit

Schauen wir uns noch die Grenzfille Az — 0 und L — oo an. Die Vollstandigkeitsrelationen
(58) sehen so aus:

N N

1 ikj(xg—xm) __ Ak Jikj(ze—zm)

2N+1 Z e - AI' Z 27 e - 5w€775m (63)
j=—N j=—N

oder

N

Ak iki(xg—xm) 1

S €T = e by (64)
j=N

Im Limes Az — 0 definiert die rechte Seite von (64) eine sogenannte J-Distribution, man
schreibt

Alixrgo Aix Ovpam = O0(Tp— Tp,) (65)

Auf der linken Seite von (64) geht das N = ML = L/Ax nach unendlich, und die k; sind
gegeben durch

Axz—0 i
k CED T (66)

Wir haben dann, mit x = z, und y = x,,,

S Lk — Ga—y),  aye[—L+L (67)
j=—00

Und im Limes Volumen nach unendlich, L — oo, ist die j oder k;-Summe auf der linken Seite

von (67) eine Riemannsche Summe fiir ein k-Integral und wir bekommen

foo o eik(aﬂ—y) = (S(I - y) ) xr,y € (—OO, +OO) (68)

—o0 21



