Hochschule RheinMain Mathematische Methoden in der
Prof. Dr. D. Lehmann Quantenmechanik, SS 2023

week10: Der Hamilton-Operator in zweiter Quantisierung:
Ortsraum-Darstellung fiir Bosonen und Fermionen

Letztes Mal hatten wir in dem week9 das folgende Theorem bewiesen:

Theorem 9.1: Es sei {ea}gll eine ONB von L*(T'). Gegeben seien die Einteilchen- und
Zweiteilchen-Operatoren

h : L*T) — L*(I) (1)
v o LAT?) — L*I?) (2)

Wir definieren den n-Teilchen-Operator

= E
mit der kinetischen Energie h; fiur das i-te Teilchen und der Wechselwirkungsenergie v;; zwi-
schen dem ¢-ten und j-ten Teilchen gegeben durch

(hzfn)(mla 71771) = Z Z eﬁ(xi) <6|h|0&> éa(yi) fn(xla"' yYiy o ,(L’n) (4)

a,By; €l
(Ul]fn>('r17 7'Tn> = (5)
X5 ol esns) (.Ml B) 2ol ) ol
apyo YiYj
mit den Matrix-Elementen
(Blhla) = (e, hea) (6)
(v:0lvla, B) == (e, ®es5,vea®es) (7)

Die bosonischen und fermionischen Vielteilchen-Operatoren H; und H;, seien gegeben durch
die Einschrankung von H,, auf die Menge der symmetrischen oder antisymmetrischen Wellen-
funktionen,

HZ = Hn‘]&([‘n) (9)

Dann gelten die folgenden Darstellungen:

Hy = Y ag (Blhla) ax + 5 26 ayas (v,0lv]a, B) aga, (10)
a,f afy
Hy = > c (Blhla) ca + 5 > cred (y,0v]a, B) caeq (11)

a,f aByé



mit den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus der Definition 8.1 aus dem weekS.

Ortsraum-Darstellung, Bosonen, ohne Spin

Der Hamilton-Operator sei gegeben durch

l2 n n
H, = -L ;A; + 1 _Zl V(i — z;) (12)
= iy
mit
r = I, = [-L,+L]%, (13)

der mit positivem Gitterabstand Ax diskretisierte Wiirfel mit Kantenlinge 2L und Al der
diskrete Laplace-Operator auf I',. Wir wihlen die folgende Ein-Teilchen Basis von L*(T):

B = {ex =6, : I'y - C | Y = 0,(Yy) == 0uy mGFx} (14)

Das ist nicht anderes als die Standardbasis von C/'#!  allerdings so hingeschrieben, dass wir
keine explizite Reihenfolge der Koordinaten von C''=l = L2(T,) festlegen miissen. Das d,,, ist
ein einfaches Kroenecker-Delta,

1 firz—
Suy = ey (15)
' 0 firz+#y

und das Skalarprodukt in L?(I',) ist das Standardskalarprodukt in CI'+/| da sind also keine
Vorfaktoren von (Ax)? mit enthalten. Berechnen wir das Matrix-Element

(7, 0vla, B) = (e, Res,vea@es) (16)
mit
(wfo)(z,y) = Vi(z—y) faz,y) (17)
Die Indizes «, 3,7, ¢ fir die Basisvektoren sind jetzt also Ortsraumpunkte, sagen wir
(o, 8,7,0) = (21,22,73,24) (18)
und wir bekommen dann
(3, z4|v|T1,22) 1= (Opy @ 0y, U Iy ® Oy )

= 2 Oay(¥1)0as(Y2) [V 0y @ 00,)] (915 42)

Y1,Y2

= > Ouy(Y1)0us (Y2) V(Y1 — Y2) Oy (Y1), (y2)

Y1,y2

= 6561#83 5:52,:04 V(Il - xQ) (19)



Das liefert die Darstellung

Hy = > a; (y|hlz) a; + % > a;a:‘; (w3, 4|V]21, T2) Apya,
x,y T1T2T3T4
- % Z a’; AQE,Z‘ ax + % Z a’;la.:z V(.Tl - :UQ) a’$20’551 (20)
z,Y 1,72

mit den Matrix-Elementen fiir den diskreten Laplace-Operator

+1  falls |z —y| = Ax

Ag’y = @ —2d fallsx=vy (21)
0  sonst
Oder mit
—1  falls |z —y|=Ax
Cry = —AD = B 424 fallse—y (22)
0 sonst

liest sich das dann folgendermassen:
s + 1 + o+
Hy = Safcyea, + 5 Y ahal, Vin — ) s, (23)
z,y 1,22

Wahlt man dann noch
V(ry —x2) = 2uby, 4 (24)

bekommt man den Hamilton-Operator fiir das d-dimensionale Bose-Hubbard Modell,
Hy, = Y afeyaa, + uy, afa) aza, (25)
T,y x

Das V(z1 — x2) aus (24) ist im wesentlichen null im Kontinuumslimes Az — 0, méchte man
eine J-Funktion oder genauer eine §-Distribution 2u §(z7 — z5) bekommen, dann miisste man
V(zy —x3) = 2udy, 4,/ (Az)? setzen.

Ortsraum-Darstellung, Fermionen, Spin 1/2

Der Hamilton-Operator sei wieder gegeben durch

2 n n
H, = —-L ;AQ; + 3 > Viwi— ) (26)
= i
das ist also derselbe Ausdruck wie im bosonischen Fall. Fir Elektronen miissen wir aber noch
den Spin-Freiheitsgrad mit beriicksichtigen, der Hamilton-Operator ist Spin-unabhéngig, aber
die Wellenfunktionen sind nicht einfach skalare Funktionen auf dem Ortsraum-Gitter

I, = [-L,+L]%, (27)



sondern es sind 2-komponentige Grossen mit einer Spin-up und einer Spin-down Komponente.
Das heisst, eine Einteilchen-Wellenfunktion fiir ein Elektron ist ein Element von L?(T) mit

[ = Dox{t} = [FL+L4, x {11 (28)

Wir wihlen die folgende Ein-Teilchen Basis von L*(T):

B = {w = s Tox {1} = C | (17) = 000 (s7) i= duy 0o, (w,0) €T } (29)
Berechnen wir wieder das Matrix-Element

(v 0lvla, B) = (ey®e5, vea®@ep) (30)
mit

(vfo)(xo,yr) = Vi —y) fo(zo,y7) (31)

die Wechselwirkung ist also Spin-unabhéngig. Man hat nur eine implizite Spin-Abhéngigkeit
dadurch gegeben, dass im antisymmetrischen Fall keine zwei Teilchen denselben Zustand be-
setzen diirfen. Wenn wir gleich wieder den Fall V(x —y) = d,, betrachten und es befindet
sich ein Elektron am Gitterplatz z, dann kann sich maximal nur ein weiteres Elektron an dem-
selben Gitterplatz befinden und es muss den entgegengesetzen Spin haben. Berechnen wir das
Matrixelement. Die Indizes «, 3,7, ¢ fiir die Basisvektoren sind jetzt also (Ortsraum,Spin)-
Paare, sagen wir

(a,8,7,0) = (2101,7202,2303,2404) (32)

und wir bekommen dann

<x30-37 .CC40'4|U|$10-1, ZL'20'2> = (5J:30'3 ® 5:!:40’4 , U 55(:10'1 X 5:5202 )

= Z Ozs0s (Y171) 02404 (Y2T2) [v (02107 ® 59@202)]@17'1, YaT2)

Y171,Y272

= D Ousos(1T1)00s0s (¥272) V(Y1 — ¥2) 02101 (Y171)0pory (Y2 T2)

Y171,Y272

= 5901,903 512714 501,03 502,04 V(ml - 33'2) (33)

Das liefert folgende Darstellung: Zunéachst

Hy = > ng_’r (y7|h|zo) coo
To,YT
+ 3 > > ChesCios (L3038, 404|0]T101, £202) CayoyCaro, (34)

L1234 01020304

Wegen

(yr|hlzo) = (7]o) (ylhlzr) = dor (ylhlz) (35)



und mit (33) erhalten wir dann

Hg = Z 50,7’ C;_T <y]h|:1:> Czo + % Z Z C;ci_lalc;—gag V($1 - :UQ) Cro05Cry01
xo,YyT T1T2 0102
= ZZ Cz,_o <y|h|x> Cro T % Z Z C—:Ei_la'lc‘—r’—go’z V(xl - x2) Cry02Ca104 (36)
o xy x1T2 0102

Wir setzen wieder

—1 falls|z —y| = Az
Eoy = (ylhle) = —EAD = 5B $42d fallsz=y (37)

0  sonst

so dass

‘H:i = Z 611?! (C;—TcmT + C;_\LCQ;\L) + % Z Z C;E‘rlo'lcf—i_zog V<I1 - x2> C‘T20'20110'1 (38)
T,y

1X2 0102

Wihlt man dann noch (hier lassen wir die 2 weg, u, nicht 2u)
V(xy —x3) = Ul (39)

bekommt man den Hamilton-Operator fiir das d-dimensionale Fermi-Hubbard Modell:
Zunachst

Hy = > ey (C;_Tch + C;lcxi) + 3 >0 023_10102—10'2 Ca109Ca101 (40)
Y xr1 0102
und wegen
oo = ()" = 0 (41)

reduziert sich das dann auf (mit o¢:=] falls ¢ =1 und umgekehrt)
H'Z‘ = Z Eay (C;TCxT + C;_i,cmi) + % Z Z C;_O'C;_O'C CzocCro
T,y T o
— + + + .+ o
= Y Eay (cchxT + cyicm) + 5 Z(%TCN CelCat + Cp Coy Cmfcm)
wvy X

= > Euy (c;rTch + cytcu) + ud C;Tc;l Co ) Cat (42)
.,y T

und das ist dann der Hamilton-Operator fiir das Fermi-Hubbard Modell. Dieses Modell
ist dann fiir verschiedene Gittertypen und fiir verschiedene Definitionen der ‘hopping ma-
trix’ € = (e,,) von Interesse, insbesondere wird es im Zusammenhang mit Hochtemperatur-
Supraleitung diskutiert.

Wir bemerken wieder, dass das V(z; — x2) aus (39) im wesentlichen null ist im Kontinuums-
limes Az — 0, mochte man eine §-Funktion oder genauer eine d-Distribution ud(z; — x2)
bekommen, dann miisste man V(z; — 9) = 0y, 4,/(Ax)? setzen.



