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10. ﬂ'bungsblatt zur Vorlesung
Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Aufgabe 1: Gegeben sei der Hamilton-Operator

n

H = -1 ZIA; + 1 -Zl Ve, —x;) « LX) — LX) (1)
- "

mit
I =TI, = [-L,+L]%,

der mit positivem Gitterabstand Az diskretisierte Ortsraumwiirfel mit Kantenléinge 2L und
AL der diskrete Laplace-Operator auf T',. Wihlen Sie als Ein-Teilchen Basis von L?(T") die
Eigenfunktionen des diskreten Laplace-Operators, die hatten wir im Theorem 2.2 im week3
berechnet:

B:{ek:Fm%C’x%ek(x):meikx,k‘EFk} (2)

mit den Energie-Eigenwerten ¢; gegeben durch

AN N d sin(k; Az)72 .
amDer = oo Zizl[ Ar ] €k = ECkCk

Weiter seien a;,a), die zu der ONB (2) gehorenden bosonischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren gegeben durch Definition 8.1 aus dem week8. Zeigen Sie mit Hilfe des allge-
meinen Theorems 9.1: Der Hamilton-Operator (1) besitzt die Impulsraum-Darstellung

d ~
HrSL = Z €k agak + % Z % 5k1+k2,k3+k4 a;;ak:t V(kl - k3) Ay Ay
k ki1koksks
mit
V(k) == % (An)! V(z)e ™
x€l'y

Insbesondere fiir die Wahl
V(e —22) = 20y, 4,/ (Ax)?
bekommen wir die Darstellung

s — + (Ak)? + o+
Hn - Z €k Ay Ak + u Z (2m)d 6k1+k27k3+k4 A, A, Qloy Ay
k k1koksks



Aufgabe 2: Beweisen Sie die fermionische Version von Aufgabe 1: Gegeben sei der Hamilton-
Operator

n

Hi = = X AL +3 X Viwi—a) : L") — L) 3)
= g

mit
I = Tox{t4} = [L+LA, x {11}

Wihlen Sie die folgende Ein-Teilchen Basis von L*(T),

B = {e;w = ero(07) = ex(¥)bpr : Ta x {11} = C | (k,0) € Ty x {1,1} } (4)

mit den e, aus Aufgabe 1 und Kroenecker-Deltas d, . fiir die Spin-Variablen. Die C:U,C]w
seien die zu der ONB (4) gehorenden fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
gegeben durch Definition 8.1. Zeigen Sie mit Hilfe des allgemeinen Theorems 9.1 aus dem
week9: Der Hamilton-Operator (3) besitzt die Impulsraum-Darstellung

a _ + 1 (Ak)? + 4+ T
Hn - Z €k CroCho T 2 Z Z (2m)d 5k1+k27k3+k4 Chksyor Chyon V(ki’) - kl) Chkyoa Chiioy
ko o102 kikokska
Insbesondere mit der Wahl
._ d
V(zy —x2) = udy a/(Ax)

erhalten wir die Darstellung

a _ + (Ak)? + ot
Hy = Y €k CGolho + U D0 GoT Okitha katks CigyCiyy ChalChat
ko k1koksks



