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Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Aufgabe 1: Gegeben sei der Hamilton-Operator
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V (xi − xj) : L2
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mit

Γ := Γx = [−L,+L]d∆x

der mit positivem Gitterabstand ∆x diskretisierte Ortsraumwürfel mit Kantenlänge 2L und
∆Γ der diskrete Laplace-Operator auf Γx. Wählen Sie als Ein-Teilchen Basis von L2(Γ) die
Eigenfunktionen des diskreten Laplace-Operators, die hatten wir im Theorem 2.2 im week3
berechnet:

B =
{
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eikx , k ∈ Γk
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mit den Energie-Eigenwerten εk gegeben durch
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Weiter seien a+k , ak die zu der ONB (2) gehörenden bosonischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren gegeben durch Definition 8.1 aus dem week8. Zeigen Sie mit Hilfe des allge-
meinen Theorems 9.1: Der Hamilton-Operator (1) besitzt die Impulsraum-Darstellung
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mit

V̂ (k) :=
∑
x∈Γx

(∆x)d V (x) e− i kx

Insbesondere für die Wahl

V (x1 − x2) := 2u δx1,x2/(∆x)d

bekommen wir die Darstellung
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Aufgabe 2: Beweisen Sie die fermionische Version von Aufgabe 1: Gegeben sei der Hamilton-
Operator
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V (xi − xj) : L2
a(Γ
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mit

Γ := Γx × {↑, ↓} = [−L,+L]d∆x × {↑, ↓}

Wählen Sie die folgende Ein-Teilchen Basis von L2(Γ) ,

B =
{
ekσ = ekσ(xτ) := ek(x) δσ,τ : Γx × {↑, ↓} → C

∣∣ (k, σ) ∈ Γk × {↑, ↓}
}

(4)

mit den ek aus Aufgabe 1 und Kroenecker-Deltas δσ,τ für die Spin-Variablen. Die c+kσ, ckσ
seien die zu der ONB (4) gehörenden fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
gegeben durch Definition 8.1. Zeigen Sie mit Hilfe des allgemeinen Theorems 9.1 aus dem
week9: Der Hamilton-Operator (3) besitzt die Impulsraum-Darstellung
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Insbesondere mit der Wahl

V (x1 − x2) := u δx1,x2/(∆x)d

erhalten wir die Darstellung
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