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Lösungen zum 5. Übungsblatt
Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Aufgabe 1: Wir beweisen die antisymmetrische Version, die Formel für den symmetrischen
Fall folgt dann analog. Wir wenden wieder das Lemma 4.1 an: Mit x1 := y und der disjunkten
Zerlegung

{1, · · · , n} = { i } ∪ {1, · · · , i− 1, i+ 1, · · · , n}

=: { i1 } ∪ {j1, · · · , jn−1}

bekommen wir

n! (f1 ⊗a · · · ⊗a fn)(y, x2, · · · , xn) =
∑

π∈Sn

sign π fπ1(y) fπ2(x2) · · · fπn(xn)

=
n∑

i1=1

∑
σ∈S1

τ∈Sn−1

sign i signσ sign τ fiσ1(y) fjτ1(x2) · · · fjτ(n−1)
(xn)

=
n∑

i=1

∑
τ∈Sn−1

(−1)i−1 sign τ fi(y) fjτ1(x2) · · · fjτ(n−1)
(xn)

= (n− 1)!
n∑

i=1

(−1)i−1 fi(y)
1

(n−1)!

∑
τ∈Sn−1

sign τ fjτ1(x2) · · · fjτ(n−1)
(xn)

= (n− 1)!
n∑

i=1

(−1)i−1 fi(y) Pa(f1 ⊗ · · · f̂i · · · ⊗ fn)(x2, · · · , xn)

und damit

(f1 ⊗a · · · ⊗a fn)(y, x2, · · · , xn) =
1

n

n∑
i=1

(−1)i−1 fi(y) (f1 ⊗a · · · f̂i · · · ⊗a fn)(x2, · · · , xn)

Die Formel für die symmetrisierten Produkte folgt analog. ■

Aufgabe 2: Wir zeigen zunächst die symmetrische Version: Mit Aufgabe 1 bekommen wir

ρs{nk}(x, y) =
n!

Πk nk!

∑
x2,··· ,xn∈Γx

(ēk1 ⊗s · · · ⊗s ēkn)(x, x2, · · · , xn) ×

(ek1 ⊗s · · · ⊗s ekn)(y, x2, · · · , xn)

=
n!

Πk nk!

1

n2

n∑
i,j=1

ēki(x) ekj(y)
(
ek1 ⊗s · · · êki · · · ⊗s ekn , ek1 ⊗s · · · êkj · · · ⊗s ekn

)



Nun ist

n∑
i,j=1

ēki(x) ekj(y)
(
ek1 ⊗s · · · êki · · · ⊗s ekn , ek1 ⊗s · · · êkj · · · ⊗s ekn

)
=

n∑
i=1

nki ēki(x) eki(y)
(
ek1 ⊗s · · · êki · · · ⊗s ekn , ek1 ⊗s · · · êki · · · ⊗s ekn

)
=

n∑
i=1

nki ēki(x) eki(y)
(nki − 1)! Πk ̸=ki nk!

(n− 1)!

=
n∑

i=1

ēki(x) eki(y)
Πk nk!

(n− 1)!

Also,

ρs{nk}(x, y) =
n!

Πk nk!

1

n2

n∑
i=1

ēki(x) eki(y)
Πk nk!

(n− 1)!

=
1

n

n∑
i=1

ēki(x) eki(y)

=
1

n

∑
k∈Γk

nk ēk(x) ek(y)

Im antisymmetrischen Fall bekommen wir, ebenfalls mit Aufgabe 1

ρa{nk}(x, y) = n!
∑

x2,··· ,xn∈Γx

(ēk1 ⊗a · · · ⊗a ēkn)(x, x2, · · · , xn) ×

(ek1 ⊗a · · · ⊗a ekn)(y, x2, · · · , xn)

= n!
1

n2

n∑
i,j=1

(−1)i+j ēki(x) ekj(y)
(
ek1 ⊗a · · · êki · · · ⊗a ekn , ek1 ⊗a · · · êkj · · · ⊗a ekn

)
= n!

1

n2

n∑
i=1

(−1)i+i ēki(x) eki(y)
(
ek1 ⊗a · · · êki · · · ⊗a ekn , ek1 ⊗a · · · êki · · · ⊗a ekn

)
= n!

1

n2

n∑
i=1

(−1)2i ēki(x) eki(y)
1

(n− 1)!

=
1

n

n∑
i=1

ēki(x) eki(y)

Also, sowohl für den symmetrischen wie auch für den antisymmetrischen Fall

ρs{nk}(x, y) = ρa{nk}(x, y) = ρ{nk}(x, y)

mit der Dichte-Funktion

ρ{nk}(x, y) =
1

n

n∑
i=1

ēki(x) eki(y) =
∑
k∈Γk

nk

n
ēk(x) ek(y)



wobei das letzte Gleichheitszeichen gerade von der Definition der Besetzungszahlen {nk}
herkommt, unter den Impulsen

{ k1 , k2 , · · · , kn }

kommt genau nk mal der Impuls k vor. Die normierten ebenen Wellen ek(x) waren gegeben
durch

ek(x) = 1√
|Γ|

e i k·x

mit

1

|Γ|
=

(∆x∆k)d

(2π)d

also erhalten wir schliesslich

ρ{nk}(x, y) = (∆x)d
∑
k∈Γk

(∆k)d

(2π)d

nk

n
e− i k(x−y)

Insbesondere,

∑
x∈Γx

ρ{nk}(x, x) =
∑
x∈Γx

(∆x)d
∑
k∈Γk

(∆k)d

(2π)d

nk

n

= |Γ| (∆x)d
∑
k∈Γk

(∆k)d

(2π)d

nk

n

=
∑
k∈Γk

nk

n
=

n

n
= 1 .


