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Aufgabe 1: Nach Definition ist für ein f = f(x1, x2)

(f ⊗a f)(x1, x2, x3, x4) = [Pa(f ⊗ f)](x1, x2, x3, x4)

= 1
4!

∑
π∈S4

signπ (f ⊗ f)(xπ1, xπ2, xπ3, xπ4)

= 1
4!

∑
π∈S4

signπ f(xπ1, xπ2) f(xπ3, xπ4)

Da das x ‘keine Information trägt’, benutzen wir im folgendem der Übersichtlichkeit halber
die folgende Notation:

(f ⊗a f)(x1, x2, x3, x4) = 1
4!

∑
π∈S4

signπ f(π1, π2) f(π3, π4)

oder vielleicht dann einfach nur

(f ⊗a f)(1, 2, 3, 4) = 1
4!

∑
π∈S4

signπ f(π1, π2) f(π3, π4)

ganz am Ende tun wir dann wieder die x’s mit reinschreiben.

Es gibt 4! = 24 Permutationen der Zahlen {1, 2, 3, 4}, schreiben wir uns zunächst die 3! = 6
Permutationen π ∈ S4 hin, für die die 4 fest bleibt, π4 = 4. Das sind die folgenden, mit dem
entsprechenden Signum signπ:

π1 π2 π3 π4 signπ

1 2 3 4 +1

2 3 1 4 +1

3 1 2 4 +1

3 2 1 4 − 1

2 1 3 4 − 1

1 3 2 4 − 1

Diese Permutationen liefern die folgenden Beiträge:

Summe1 = +1 f(1, 2) f(3, 4)

+ 1 f(2, 3) f(1, 4)

+ 1 f(3, 1) f(2, 4)

− 1 f(3, 2) f(1, 4)

− 1 f(2, 1) f(3, 4)

− 1 f(1, 3) f(2, 4)



Wir benutzen

f(x, y) = − f(y, x)

und tun in den letzten 3 Termen jeweils in dem ersten f die Argumente vertauschen,

Summe1 = +1 f(1, 2) f(3, 4)

+ 1 f(2, 3) f(1, 4)

+ 1 f(3, 1) f(2, 4)

+ 1 f(2, 3) f(1, 4)

+ 1 f(1, 2) f(3, 4)

+ 1 f(3, 1) f(2, 4)

= +2 f(1, 2) f(3, 4)

+ 2 f(2, 3) f(1, 4)

+ 2 f(3, 1) f(2, 4)

Jetzt schreiben wir die 3! = 6 Permutationen π ∈ S4 hin, für die π3 = 4 ist, das sind die
folgenden, wieder mit dem entsprechenden Signum signπ:

π1 π2 π3 π4 signπ

1 2 4 3 − 1

2 3 4 1 − 1

3 1 4 2 − 1

3 2 4 1 +1

2 1 4 3 +1

1 3 4 2 +1

Diese Permutationen liefern die folgenden Beiträge:

Summe2 = − 1 f(1, 2) f(4, 3)

− 1 f(2, 3) f(4, 1)

− 1 f(3, 1) f(4, 2)

+ 1 f(3, 2) f(4, 1)

+ 1 f(2, 1) f(4, 3)

+ 1 f(1, 3) f(4, 2)

= +1 f(1, 2) f(3, 4)

+ 1 f(2, 3) f(1, 4)

+ 1 f(3, 1) f(2, 4)

− 1 f(3, 2) f(1, 4)

− 1 f(2, 1) f(3, 4)

− 1 f(1, 3) f(2, 4) = Summe1



Schreiben wir uns jetzt die 3! = 6 Permutationen π ∈ S4 hin, für die π2 = 4 ist,

π1 π2 π3 π4 signπ

1 4 2 3 +1

2 4 3 1 +1

3 4 1 2 +1

3 4 2 1 − 1

2 4 1 3 − 1

1 4 3 2 − 1

Diese Permutationen liefern die folgenden Beiträge:

Summe3 = +1 f(1, 4) f(2, 3)

+ 1 f(2, 4) f(3, 1)

+ 1 f(3, 4) f(1, 2)

− 1 f(3, 4) f(2, 1)

− 1 f(2, 4) f(1, 3)

− 1 f(1, 4) f(3, 2)

= +1 f(1, 2) f(3, 4)

+ 1 f(2, 3) f(1, 4)

+ 1 f(3, 1) f(2, 4)

− 1 f(3, 2) f(1, 4)

− 1 f(2, 1) f(3, 4)

− 1 f(1, 3) f(2, 4) = Summe1

Und schliesslich alle Permutationen mit π1 = 4,

π1 π2 π3 π4 signπ

4 1 2 3 − 1

4 2 3 1 − 1

4 3 1 2 − 1

4 3 2 1 +1

4 2 1 3 +1

4 1 3 2 +1

Diese Permutationen liefern die Beiträge:

Summe4 = − 1 f(4, 1) f(2, 3)

− 1 f(4, 2) f(3, 1)

− 1 f(4, 3) f(1, 2)

+ 1 f(4, 3) f(2, 1)

+ 1 f(4, 2) f(1, 3)

+ 1 f(4, 1) f(3, 2)



oder

Summe4 = +1 f(1, 4) f(2, 3)

+ 1 f(2, 4) f(3, 1)

+ 1 f(3, 4) f(1, 2)

− 1 f(3, 4) f(2, 1)

− 1 f(2, 4) f(1, 3)

− 1 f(1, 4) f(3, 2) = Summe3 = Summe1

Insgesamt bekommen wir also

(f ⊗a f)(1, 2, 3, 4) = 1
4!

∑
π∈S4

signπ f(π1, π2) f(π3, π4)

= 1
4!

{
Summe1 + Summe2 + Summe3 + Summe4

}
= 4

4!
Summe1

= 8
4!

{
f(1, 2) f(3, 4) + f(2, 3) f(1, 4) + f(3, 1) f(2, 4)

}
oder, wenn wir die x’s wieder mit reinschreiben,

(f ⊗a f)(x1, x2, x3, x4) =

1
3

{
f(x1, x2) f(x3, x4) + f(x2, x3) f(x1, x4) + f(x3, x1) f(x2, x4)

}
Damit ist die Aussage bewiesen.

Aufgabe 2: a) Wir haben

(f ⊗s Fn−1)(x1, · · · , xn) = [Ps(f ⊗ Fn−1)](x1, · · · , xn)

= 1
n!

∑
π∈Sn

f(xπ1) Fn−1(xπ2, · · · , xπn)

Wir wenden das Lemma 4.1 aus der Vorlesung an in der Form (dabei war In = {1, · · · , n}
und die jr waren aus In \ {i} )

∑
π∈S1+(n−1)

F (xπ1, · · · , xπn) =
∑
i∈In

∑
τ∈Sn−1

F (xi, xjτ1 , · · · , xjτ(n−1)
)

und bekommen

(f ⊗s Fn−1)(x1, · · · , xn) = 1
n!

∑
π∈Sn

f(xπ1) Fn−1(xπ2, · · · , xπn)

= 1
n!

n∑
i=1

∑
τ∈Sn−1

f(xi) Fn−1(xjτ1 , · · · , xjτ(n−1)
)



Das Fn−1 ist symmetrisch, also, mit {j1, · · · , jn−1} = {1, · · · , i− 1, i+ 1, · · · , n} ,

Fn−1(xjτ1 , · · · , xjτ(n−1)
) = Fn−1(xj1 , · · · , xjn−1)

= Fn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

und wir erhalten

(f ⊗s Fn−1)(x1, · · · , xn) = 1
n!

n∑
i=1

∑
τ∈Sn−1

f(xi) Fn−1(xjτ1 , · · · , xjτ(n−1)
)

= 1
n!

n∑
i=1

∑
τ∈Sn−1

f(xi) Fn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

= 1
n!

n∑
i=1

(n− 1)! f(xi) Fn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

= 1
n

n∑
i=1

f(xi) Fn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

Zum Beweis der antisymmetrischen Version aus Teil (b) benutzen wir noch die Formel (37)
aus dem Lemma 4.1, das war

signπ = sign i signσ sign τ
hier
= sign i sign τ

Dabei war sign i das Signum der Permutation, die durch die disjunkte Zerlegung (36), das ist
dann hier

I1+(n−1) := {1, · · · , n} = {i} ∪ {j1, · · · , jn−1}

= {i} ∪ {1, · · · , i− 1, i+ 1, · · · , n}

festgelegt ist. Man muss also das i von der i-ten Stelle auf die erste Stelle permutieren, und
das geht mit i− 1 Transpositionen, also ist

sign i = (−1)i−1

Damit bekommen wir dann

(g ⊗a Gn−1)(x1, · · · , xn) = [Pa(g ⊗Gn−1)](x1, · · · , xn)

= 1
n!

∑
π∈Sn

sign π g(xπ1) Gn−1(xπ2, · · · , xπn)

= 1
n!

n∑
i=1

∑
τ∈Sn−1

sign i sign τ g(xi) Gn−1(xjτ1 , · · · , xjτ(n−1)
)

= 1
n!

n∑
i=1

∑
τ∈Sn−1

sign i g(xi) Gn−1(xj1 , · · · , xjn−1)

= 1
n!

n∑
i=1

(n− 1)! (−1)i−1 g(xi) Gn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)

= 1
n

n∑
i=1

(−1)i−1 g(xi)Gn−1(x1, · · · , x̂i, · · · , xn)



Aufgabe 3: a) Wir haben

(f, Pag) =
∑

x1,...,xn

f̄(x1, · · · , xn) (Pag)(x1, · · · , xn)

= 1
n!

∑
π∈Sn

sign π
∑

x1,...,xn

f̄(x1, · · · , xn) g(xπ1, · · · , xπn)

= 1
n!

∑
π∈Sn

sign π
∑

y1,...,yn

f̄(yπ−11, · · · , yπ−1n) g(y1, · · · , yn)

=
∑

y1,...,yn

1
n!

∑
π∈Sn

sign(π−1) f̄(yπ−11, · · · , yπ−1n) g(y1, · · · , yn)

=
∑

y1,...,yn

Paf(y1, · · · , yn) g(y1, · · · , yn) = (Paf, g)

mit einer analogen Rechnung für (f, Psg). Weiterhin ist P 2
a = Pa, P

2
s = Ps und wir bekommen

(f, Pag) = (f, P 2
a g) = (Paf, Pag) .

b) Wegen

(f1 ⊗ · · · ⊗ fn)(x1, · · · , xn) = f1(x1) · · · fn(xn)

ist die erste Identität offensichtlich. Für das Skalarprodukt mit dem antisymmetrische Ten-
sorprodukt bekommen wir

(
f1 ⊗a · · · ⊗a fn , g1 ⊗a · · · ⊗a gn

)
=

(
Pa[f1 ⊗ · · · ⊗ fn] , Pa[g1 ⊗ · · · ⊗ gn]

)
=

(
f1 ⊗ · · · ⊗ fn , P

2
a [g1 ⊗ · · · ⊗ gn]

)
=

(
f1 ⊗ · · · ⊗ fn , Pa[g1 ⊗ · · · ⊗ gn]

)
= 1

n!

∑
π∈Sn

sign π
(
f1 ⊗ · · · ⊗ fn , gπ1 ⊗ · · · ⊗ gπn

)
= 1

n!

∑
π∈Sn

sign π (f1, gπ1) · · · (fn, gπn)

= 1
n!

det
[
(fi, gj)1≤i,j≤n

]
Wegen

per
[
(fi, gj)1≤i,j≤n

]
:=

∑
π∈Sn

(f1, gπ1) · · · (fn, gπn)

folgt die Identität für das symmetrische Tensorprodukt analog. ■


