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Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Aufgabe 1: Nach Definition ist fiir ein f = f(x1,x2)

(f ®a f)(x1, 22,23, 24) = [Pa(f @ [))(21, 29, 3, 4)
= & ZS sign (f @ f)(Tr1, Tr2, Tr3, Tra)
= % z; signm f(aiﬂ,l’ﬂ) f(l’7r3>$7r4)

Da das = ‘keine Information trigt’, benutzen wir im folgendem der Ubersichtlichkeit halber
die folgende Notation:

(f ®@a [)(@1, 20,23, 24) = % > signm f(nl,72) f(n3,74)

TESY
oder vielleicht dann einfach nur
(f®a £)(1,2,3,4) = g 3 signm f(r1,72) f(73,m4)
TESy
ganz am Ende tun wir dann wieder die z’s mit reinschreiben.
Es gibt 4! = 24 Permutationen der Zahlen {1,2, 3,4}, schreiben wir uns zunéichst die 3! = 6

Permutationen 7w € Sy hin, fiir die die 4 fest bleibt, 74 = 4. Das sind die folgenden, mit dem
entsprechenden Signum signm:

w1l 72 w3 74 signm
1 2 3 4 +1
2 3 1 4 +1
3 1 2 4 +1
3 2 1 4 —1
2 1 3 4 —1
1 3 2 4 -1

Diese Permutationen liefern die folgenden Beitrage:

Summe; = +1 f(1,2
+1 f(2,3

+1£(31
C1£(3,2
(2,1
(1,3

)

Y

—1f
—1f

Y

~— — — ~— ~—S ~—

)



Wir benutzen

flz,y) = — fy,)

und tun in den letzten 3 Termen jeweils in dem ersten f die Argumente vertauschen,

Summe; = +1 f(1,2) f(3,4)
+1 f(2,3) f(1,4)
+1 f(3,1) f(2,4)
+1 f(2,3) f(1,4)
+1 f(1,2) f(3,4)
+1 f(3,1) f(2,4)

Jetzt schreiben wir die 3! = 6 Permutationen © € S; hin, fir die 73 = 4 ist, das sind die
folgenden, wieder mit dem entsprechenden Signum signr:

ml 72 w3 74 signm
1 2 4
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Diese Permutationen liefern die folgenden Beitréage:

Summey, = —1 f(1,2) f(4,3)
—1/(2,3) f(4,1)
—1f(3,1) f(4,2)
+1 £(3,2) f(4,1)
+1£(2,1) f(4,3)
+1 f(1,3) f(4,2)

= +1 f(1,2) f(3,4)
+1 f(2,3) f(1,4)
+1 f(3,1) f(2,4)
—1/(3,2) f(1,4)
—1f(2,1) f(3,4)
—1f(1,3) f(2,4) = Summe;



Schreiben wir uns jetzt die 3! = 6 Permutationen 7 € S, hin, fiir die 72 = 4 ist,

w1l 2 w3 74 sign7
1 4 2 3 +1
2 4 3 1 +1
3 4 1 2 +1
3 4 2 1 -1
2 4 1 3 -1
1 4 3 2 —1

Diese Permutationen liefern die folgenden Beitrége:

Summes = +1 f(1,4) f(2,3)

+1 f(2,4) f(3,1)
+1 f(3,4) f(1,2)
—1/(3,4) f(2,1)
—1/(2,4) f(1,3)
—1/(1,4) f(3,2)

= +1/(1,2) f(3,4)
T1£(2.3) f(1,4)
£1£(3.1) f(2.4)
—17(3,2) f(1,4)
~1f(20) f(3.4)
—1f(1,3) f(2,4) = Summe;

Und schliesslich alle Permutationen mit 71 = 4,

ml 72 w3 74 signm

4 1 2 3 -1

4 2 3 1 -1

4 3 1 2 -1

4 3 2 1 +1

4 2 1 3 +1

4 1 3 2 +1

Diese Permutationen liefern die Beitrage:
Summey; = —1 f(4,1) f(2,3)

—1/(4,2) f(3,1)
—1f(4,3) f(1,2)
+1 f(4,3) f(2,1)
+1 f(4,2) f(1,3)
+1f(4,1) f(3,2)



oder

Summe, = +1 f(1,4) f(2,3)
+1 f(2,4) f(3,1)
+1 f(3,4) f(1,2)
—1f(3,4) f(2,1)
—1f(2,4) f(1,3)
—1£(1,4) f(3,2) = Summez = Summe;

Insgesamt bekommen wir also

(f ®a £)(1,2,3,4) = 4 Zs signm f(ml,72) f(w3,m4)
T€S4
= %{Summel + Summes; + Summes + Summe4}
= %Summel
= 5 {/(1.2) f3.4) + f(2,3) f(L4) + f(3.1) f(2.4) }
oder, wenn wir die x’s wieder mit reinschreiben,

(f X f)(xla T2, T3, 1’4) =

L f(@1,m0) flas,za) + flxo,23) f(m1,21) + f(as,21) f(xa,24) }

Damit ist die Aussage bewiesen.
Aufgabe 2: a) Wir haben

(f Xs Fn—l)(zla"' 751771) = [PS(f®Fn—1)](x17"' vxn)

- % Z f(mwl) Fn—l(xﬂ27"' ’an)

TESR

Wir wenden das Lemma 4.1 aus der Vorlesung an in der Form (dabei war I,, = {1, --

und die j, waren aus I, \ {1} )

Z F(xﬂlf” axfm) = Z Z F(mi?xjﬂv"' 7xj‘r(n—1))

7T€S1+(n_1) 74€In TESn_l

und bekommen

(f ®s Fn—l)(xla"' ,xn) - % Z f(xﬂ'1> Fn—l(xw%"' 7~T7m)

Tl'GSn

n

= # Z E f(xl) Fn71<xjn> T 7xj-r(n71))

i=17€S,_1

,n}



Das F,,_y ist symmetrisch, also, mit {j1, - ,jn_1} = {1,---,i—1,i+1,--- ,n},

Fn—l(xjf17 T 7‘%]}(”71)) = Fn—l(:pjm T >$jn—1)

= Fn71<x17"’ 7@7"' 7xn)

und wir erhalten

(F @ Fa)(an,oe o) = 250 5 F(@) Fuca (o, 35,0 0)

i=17€S,_1
n
= %Z Z f(zi)Fn—l($1a"'7@a"'7xn)
i=17€S,_1
n
= % Z(n_1>‘f(xl) anl(xb” 73/:\1'7 '7xn)
=1
1 = fo
= n Z f(xl) Fn—l(xla" y Lyt 0 ,an)
=1

Zum Beweis der antisymmetrischen Version aus Teil (b) benutzen wir noch die Formel (37)
aus dem Lemma 4.1, das war

. . .. . hier . ..
signmT  — S1gn? 81gno signTt o —  S1gne Sign T

Dabei war signi das Signum der Permutation, die durch die disjunkte Zerlegung (36), das ist
dann hier

IH‘(”_U = {].,,TL} = {Z} U {jh"'mjn—l}
= ULt )

festgelegt ist. Man muss also das i von der i-ten Stelle auf die erste Stelle permutieren, und
das geht mit ¢ — 1 Transpositionen, also ist

signi = (=1)""
Damit bekommen wir dann

(g Xa Gn,1>(l‘1, T 7‘1:”) = [Pa(g ® anl)lev e 7'Tn)

= % Z Signﬂ- g(xﬂl) anl(xﬂ‘QJ Tt 7'T7Tn)
TESh
= L5 > signisignT g(z;) Guoi(zj,, - YT )

i=17€S,_1

Z sign i g(fﬂz‘) Gn—l(l'jn s ijnfl)
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Aufgabe 3: a) Wir haben

(f, Pag)

T1yeeny Tn

% Z Signﬂ- Z f(x17“' ,In> g(xﬂla"' 7177rn)
TESy T1,eeny Tn

Loy signm Y f(Warns o Yntn) W1, Yn)

TESn Ylse-ey Yn

Yo Paf(yiun) 9, un) = (Paf.9)

Ylyeens Yn

mit einer analogen Rechnung fiir (f, Psg). Weiterhin ist P? = P,, P? = P, und wir bekommen
(fapag) = (f,Pan) = (Paf,Pag).

b) Wegen

s

(fl®"'®fn)(37la"' 7:5”) = fl(xl)fn<xn)

ist die erste Identitat offensichtlich. Fiir das Skalarprodukt mit dem antisymmetrische Ten-
sorprodukt bekommen wir

Wegen

(f1®a"'®afn7gl®a"'®a9n) = (Pa[fl®®fn]apa[gl®®gn])

= (f1®"'®fn7P3[91®"-®gn])
= (1®®fu, Plg1 ® - ®g,])

= ZS signm (/L@ @ fo, g1 @+ @ Grn )
TESN

= % Z signw(fl,gﬂ)"'(fn;gm)

TESh

= o det| (fi, 95)1<ij<n ]

per[ (fi?gj)lgi,jgn] = Z (flagwl)"'(fnagﬂn)

TES,

folgt die Identitat fiir das symmetrische Tensorprodukt analog. W



