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Aufgabe 1: a) Nach Definition ist

A⊗B = ( a1B a2B ) =

(
a1b11 a1b12 a2b11 a2b12
a1b21 a1b22 a2b21 a2b22

)
und

B ⊗ C =

(
b11C b12C
b21C b22C

)
=


b11c1 b12c1
b11c2 b12c2
b21c1 b22c1
b21c2 b22c2


Also,

A⊗ (B ⊗ C) =
(
a1(B ⊗ C) a2(B ⊗ C)

)

=


a1b11c1 a1b12c1 a2b11c1 a2b12c1
a1b11c2 a1b12c2 a2b11c2 a2b12c2
a1b21c1 a1b22c1 a2b21c1 a2b22c1
a1b21c2 a1b22c2 a2b21c2 a2b22c2


Andererseits,

(A⊗B)⊗ C =

(
a1b11C a1b12C a2b11C a2b12C
a1b21C a1b22C a2b21C a2b22C

)

=


a1b11c1 a1b12c1 a2b11c1 a2b12c1
a1b11c2 a1b12c2 a2b11c2 a2b12c2
a1b21c1 a1b22c1 a2b21c1 a2b22c1
a1b21c2 a1b22c2 a2b21c2 a2b22c2


und das ist identisch mit A⊗ (B ⊗ C) .

b) Wir bekommen

A⊗ C = ( a1C a2C ) =

(
a1c1 a2c1
a1c2 a2c2

)
Andererseits,

C ⊗ A =

(
c1A
c2A

)
=

(
a1c1 a2c1
a1c2 a2c2

)



Okay, das ist offensichtlich identisch.. Nehmen wir ein D = (d1 d2). Dann

A⊗D = ( a1D a2D ) =
(
a1d1 a1d2 a2d1 a2d2

)
D ⊗ A = ( d1A d2A ) =

(
a1d1 a2d1 a1d2 a 2d2

)
also

A⊗D ̸= D ⊗ A

c) Wir haben

Ax =

(
a11 a12
a21 a22

)(
x1

x2

)
=

(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)
By =

(
b11 b12
b21 b22

)(
y1
y2

)
=

(
b11y1 + b12y2
b21y1 + b22y2

)
und damit

(Ax)⊗ (By) =

(
(a11x1 + a12x2)(By)
(a21x1 + a22x2)(By)

)
=


(a11x1 + a12x2)(b11y1 + b12y2)
(a11x1 + a12x2)(b21y1 + b22y2)
(a21x1 + a22x2)(b11y1 + b12y2)
(a21x1 + a22x2)(b21y1 + b22y2)


Andererseits,

(A⊗B) =

(
a11B a12B
a21B a22B

)
=


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22


und

x⊗ y =

(
x1y
x2y

)
=


x1y1
x1y2
x2y1
x2y2


und damit

(A⊗B)(x⊗ y) =


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22



x1y1
x1y2
x2y1
x2y2



=


a11x1b11y1 + a11x1b12y2 + a12x2b11y1 + a12x2b12y2
a11x1b21y1 + a11x1b22y2 + a12x2b21y1 + a12x2b22y2
a21x1b11y1 + a21x1b12y2 + a22x2b11y1 + a22x2b12y2
a21x1b21y1 + a21x1b22y2 + a22x2b21y1 + a22x2b22y2



=


a11x1(b11y1 + b12y2) + a12x2(b11y1 + b12y2)
a11x1(b21y1 + b22y2) + a12x2(b21y1 + b22y2)
a21x1(b11y1 + b12y2) + a22x2(b11y1 + b12y2)
a21x1(b21y1 + b22y2) + a22x2(b21y1 + b22y2)





und das ist identisch mit (Ax)⊗ (By) .

d) Es gelte

Avi = λi vi

Bwj = µj wj

Dann gilt nach Teil (c)

(A⊗B) (vi ⊗ wj) = (Avi)⊗ (Bwj) = (λivi)⊗ (µjwj) = λiµj vi ⊗ wj

also ist A⊗B diagonalisierbar mit Eigenwerten {λiµj }1≤i≤n, 1≤j≤m .

e) Wegen

A⊗B =


a11B a12B · · · a1mB
a21B a22B · · · a2mB
...

...
. . .

...
am1B am2B · · · ammB

 (1)

ist die Hauptdiagonale von A⊗B gegeben durch

diag(A⊗B) =
(
a11 diag(B) , a22 diag(B) , · · · , amm diag(B)

)
diag(B) = (b11, · · · , bnn)

falls etwa A eine m×m und B eine n× n Matrix ist. Also

Tr(A⊗B) = a11
∑n

j=1 bjj + a22
∑n

j=1 bjj + · · · + amm

∑n
j=1 bjj

=
(∑m

i=1 aii
)( ∑n

j=1 bjj
)

= TrA · TrB

und der Teil (e) ist bewiesen.


