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Losungen 2. ﬂ'bungsblatt
Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Aufgabe 1: Zunachst mal konnen wir schreiben
A = ald+ B

mit der Matrix

0 b 0 0
c 0 b
B = o ¢ 0| € C¥F
- b

0 0 ¢ 0

Die Gleichung
AU = AU
ist also aquivalent zu
B = (A—a)U = pv

und wir miissen zeigen, dass die angegebenen Vektoren v,, Eigenvektoren von B zu den Eigen-
werten

P = Ap—a = 2\/6_0(:051\,”—j:1

sind. Das tun wir jetzt einfach nachrechnen: Fiir eine innere Komponente v; mit 2 < j < N—1
bekommen wir

(BUn)] = bUnJJrl + CUpj—1

Jt1 j—1

= b(5)F sinTUtUn 4 ()T ginTU-Ln

J . .
= Ve (5) [sin W(J]\filfn + sin W(ijlll)n ]

Mit dem Additionstheorem

sina+sinff = 2 sin# Cosa—;g



wird die eckige Klammer zu

w(j+1)n
N+1

- o
mG=Un  _ 9 gin TN oo N

S + oS = N+l N+l

Also erhalten wir

7 . .
(Bi); = Ve ()? | sin T 4 sin 7§

= @(%)%2sin%ﬁcos§—fl
= 2\/%(:051\7;—21(197)%sinj’\r,+?1 = (A, —a) vy,

Wir miissen noch iiberpriifen, dass das auch fiir die Randpunkte j = 1 und j = N richtig ist.
Wir bekommen

(Bﬁn)l = bvn71+1+0
— b(

1
= e (%) 29 gin Thn cog TLn

N+1 N+1

141
- . w(l+1)n
) sin =y + 0

[Salfe)

wobei wir die Formel sin 2a = 2 sin v cos o benutzt haben. Also,

5 m-1ln
(Bv,); = 2+/be COS N (5)2 sin Nil = (A —a)vua

das stimmt auch. Schliesslich,

(BU,)N = 0+ cupn_

N—-1

5 . 7m(N-1)n

= 0+ c(;) ” sin (N+1)
b —1)n : s n
= Vhe(5)" | sin S 4+ sin T |

=0

vl

= \/b_c(g) ZSin% COSNW—Z1

N
= 2\/%COSK;—L(%)2SH1?VL_£ = (A —a)vun

und damit ist alles gezeigt.

Aufgabe 2: a) Wir haben die Parameterwerte



und
N — 2N +1

Also, wenn wir jetzt noch den Vorfaktor von 1/(2Az) mit berticksichtigen,

An = ﬁ(a—l—Q\/b_ccoszﬁiQ) = ﬁZV—lcOSZﬁ’jﬂ = AL:):COSm?\ﬁz
mit
n e {1,2,---,2N +1}

b) Die Eigenwerte von D,,., von der symmetrischen diskretisierten Ableitung mit periodischen
Randbedingungen, waren

N = Z-sin(ijAz)
mit den Impulsen
ki = sziix - 2Li7r1])M - Zvj\if
und
j € {-N,-N+1,---,-1,0,+1,--- ,+N —1,+N}

Die Werte fiir k;Az = k;/M sind dann also gegeben durch

_ 21 j N N
kiAr = 555 € {—7TN+%,"',+7TN+%} C(—7r,—|—7r)
Also,
M, = N = & sin(k;Az) = ALISin(Q%rjl), j=-N,--- ,+N (1)

Das wollen wir vergleichen mit den Eigenwerten der symmetrischen diskreten Ableitung mit
Dirichlet-Randbedingungen Dy, gegeben durch

A = A = FcosygiEs , ono= 1,2, 2N +1 (2)

Die A% bilden eine streng monoton fallende Folge, lassen wir die mal so stehen. Wenn wir
den Vorfaktor i/Ax weglassen, gehen die A% im wesentlichen von cos0 = +1 nach cosm =
—1. Die A¥° gehen im wesentlichen von sin(—7) = 0 iiber sin(—7/2) = —1, sin(0) = 0
und sin(+7/2) = +1 nach sin(+7) = 0, allerdings mit der doppelten Schrittweite. Der
Wertebereich, im wesentlichen [—1,+1], wird also zweimal durchlaufen, aber mit doppelter
Schrittweite. Versuchen wir, die A¥° den entsprechenden M zuzuordnen:

Nehmen wir an, dass N gerade ist so dass N/2 ganzzahlig ist. Fiir j = —N/2,--- | +N/2,
also fiir |j| < N/2, benutzen wir sin(z) = cos(m/2 — x) und schreiben

sin( 258 ) = cos(§ - 2m) = cos(ZNETARI ) — cos(m N2



Fiir diese |j| < N/2 substituieren wir

n = N—2j+1 € {1,3,5,--- ,2N + 1} (3)
und bekommen
c i i 27 i N—2j+1
NS = asin(gy) = & cos(T ) (4)

= ECOS(?Tn—Z) ~ Ecos(ﬁﬁ) = e | n=N-=-27+1

Matchen wir vielleicht noch die Eigenwerte \° mit Index j = N/2+1,---,N/2+ N/2 = N.
Wir benutzen sin(z) = cos(r/2 — x) = cos(z — 7/2) und schreiben

sin( ) = cos( Bk —3) = cos(HHET) = cos(n %t

Fiir diese 7 > N/2 substituieren wir dann

n = 2j—N € {2,4,--- ,N} (5)
und bekommen
A= () = cos(m ) 0
= AL:(;COS(W;VE) ~ ALJCCOS(WQJ\?-I—Z) = XY, n=2-N

Okay, jetzt haben wir die Logik rausgefunden, dann machen wir die letzten auch noch. Fir
Jj < —N/2 benutzen wir sin(x) = cos(x + 37/2) und schreiben

sin( ) = cos( B+ ) = cos( M) = cos(m L)

Fiir diese j < —N/2 substituieren wir dann

noi= 2j4+3N+2 € (N+2,N+4,--- 2N} (7)
und bekommen
N = g sin( ) = cos(r T (®)
= Aixcos(ﬂgv_él) ~ AL:ECOS(TFQA;L+2) = \e | p=2j+3N+2

Ordnen wir die A?c dann der Grosse nach, die )\?C sind ja schon der Grosse nach geordnet
(ok, von gross nach klein, wir plotten gleich von klein nach gross), bekommt man etwa die
folgenden Bilder, die roten Kreuze sind die )\é?c und die schwarzen Kreise sind die )\?C:
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c) Mit Aufgabe 1 bekommen wir die Eigenvektoren @, n = 1,--- ;2N + 1 mit den Eintrégen
U, = (Ung)e=t..on+1, n=1---,2N+1 9)

mit
Une = (g)é sin iy = (1) sin iz = 0 singis (10)

d) (Das wird jetzt ein bischen langlich, diesen Aufgabenteil konnen Sie auch ignorieren.)

Verschaffen wir uns vielleicht zunichst mal numerisch einen Uberblick. Wir schreiben die ),
aus (9,10) in eine Matrix

V = U1 - UVaN41

Wenn wir mit V* = V7T die adjungierte Matrix bezeichnen, dann liefert das Matrixprodukt

+ . — —
ViV = (UT " Us )1§r,s§2N+1
gerade die Skalarprodukte und wir konnen die Norm der 9, ablesen. Fiir N = 50 bekommen
wir das folgende auf der nachsten Seite, das Norm-Quadrat scheint also ein N + 1 zu sein und
wir redefinieren die v,, durch

- 1 .
Une = JNII 1

sin 2;@2 , (11)

diese normierten ¥, bilden dann also eine ONB des C?V+1,




>N = 50

> ell = 1:(2*N+l)
> V = matrix(0,2*N+1,2*N+1)

> for(n in 1:(2*N+l) )

+ 1

+ v = exp(li*pi/2*ell) * sin(pi*n*ell/(2*N+2))
+ Vien] = v

> Vadj = t(Conj (V))
> zapsmall (Vadj$*sVv)

1 r.2y 3y 4 s € 71 8 I[°]) [,10) [,11) [,12]) [,13] [,14] [,18] [,1€] [,17] [.18]) [,18]) [,2C

[1,] 51+0i ©0+0i O+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[2,] ©+0i 51+0i O+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i O0+C
[3,] ©O+0i 0+0i 51+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[4,] ©O+0i 0+0i O+0i 51+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[5,] ©O+0i 0+0i 0O+0i 0+0i 51+0i 0+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[6,] ©O+0i 0+0i 0O+0i 0+0i 0+0i 51+0i 0+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[7,] ©O+0i 0+0i 0O+0i 0+0i 0+0i 0+0i 51+0i 0+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+C
[8,] 0+0i 0+0i O+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 51+0i O+0i 0+0i 0+0i 0+0i O0+0i 0+0i 0+0i O0+0i 0+40i 0+0i 0+0i O0+(
[9,] 0+0i 0+0i O+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 5S1+0i 0+40i 0+0i 0+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i 0+(
[10,] 0+0i 0+40i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O0+0i 0+0i 51+0i O0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+(
[11,] 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i O0+0i 0+0i O+0i 51+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+0i 0+0i 0+0i 0+C
[12,] 0+40i 0+40i O0+0i O0+0i O0+0i 0+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i 51+0i O+0i O0+0i O0+0i O0+0i O0+0i O0+40i 0+40i O0+(
[13,] 0+40i O0+40i O0+40i 0+0i O0+0i 0+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i 51+0i O0+0i O0+0i O0+0i O0+40i O0+40i 0+40i O0+(
[14,] 0+40i 0+40i O0+40i O0+0i O0+0i 0+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i O+0i 51+40i O0+0i O0+0i O0+40i O0+40i 0+40i 0+(
[15,] 0+0i 0O+40i 0O+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i O0+40i O0+40i O+40i O+0i 0+40i O0+0i 0+40i 51+40i 0+40i 0+40i 0+40i 0+40i 0+(
[16,] 0+0i 0O+40i O+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i 0+40i O0+40i O0+0i 040i 0O0+0i 0+0i 040i 51+40i 0+40i 0+40i 040i 0+(
[17,] 0+40i 0+40i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i 0+40i O0+40i O0+0i 040i O0+0i 0+40i 0+40i 0+40i 51+0i 0+40i 040i 0+(
[18,] 0+0i 0O+40i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i 0+40i 0O+40i O+0i 040i O0+40i 0+40i 0+40i 0+40i 0+40i 51+40i 040i 0+(
[19,] 0+0i 0+40i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i O0+40i 0+40i O0+0i 040i O0+40i 0+0i 040i 0+40i 0+40i 040i 51+40i 0+(
[20,] 0+0i 0O+40i O+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i 0+40i 0+40i O0+0i O040i 0+40i 0+40i 0+40i 0+40i 0+40i 040i 040i 51+(
[21,] 0+40i 0O+40i O0+0i 0+0i 0+40i 0+0i 0+40i 0+40i O0+40i 0+40i O+0i 040i O0+40i 0+0i 0+40i 0+40i 040i 0+40i 040i 0+(C
[22,] 040i 040i O040i 040i 040i 0+40i 040i 0+40i 040i 040i O040i 040i 040i 040i 040i 040i 040i 040i 040i 04C
2.1 nans asni nsni a4ni nans nans n4ns n4ns nans nans nans nsns n4ns nans nansi n4ns n4ns nans nans nar

Die normierten ebenen Wellen Eigenfunktionen von D, waren gegeben durch

. i o j(=N-1)
e, = 1 (6127"21]\1711 ) - 1 (6127" INF1 )
J 2N+1 m=—N,- ,+N 2N+1 (=1, 2N+1
— 2ﬂ-i££[j:12 . i0 . 14
_ e 2N+1 (ez2ﬂ'ﬁ+l) — (ezzwﬁ)
IN+1 =1, 2N+1 J =1, ,2N+1
mit
. j(N+1
o Q_QWQN+R
7 2N+1

Da die {,}2Y]" eine ONB von C2*! sind, kénnen wir die ebenen Wellen nach den %,
entwickeln:

2N+1
& = > (€,0n) 0
n=1
mit den Skalarprodukten
2N+1
(€5,U) = D €jpUny
=1
Dabei gilt
s 2N+1 )
L= fglI* = > (€ v)]

n=1
Da die €; ebenfalls eine ONB bilden, konnten wir auch entwickeln

— w
Up = Z (Um ej) €j
j=—N



und haben insbesondere auch
2 o 2
L= [|gull® = > [(€,0)
j=—N

Wenn wir also die Matrix mit den Skalarprodukten

S o2
P :(pjn) = <|(€jv”"n>| )—N§j§+N,1§n§2N+1

definieren, dann sind die Zeilensummen und die Spaltensummen gleich 1,

2N+1 2N+1 9 +N 9 +N
2 o= 2 @) = 1 = 3 (@07 = X pin
n=1 n=1 j=—N j=—N

Schauen wir uns diese Matrix numerisch an. Fir N = 50 bekommt man etwa das folgende

Bild:

Skalarprodukte |(e_j,v_n)|*2
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Die n, die zu gebenen j die relevanten Beitrage liefern, sind offensichtlich gerade gegeben
durch die entsprechende Zuordnung der Eigenwerte )\?c zu den \% die wir uns in Aufgabe 2b
iiberlegt hatten, das war

2j+3N+2 fir j <—N/2
n = SN-=-2j+1 fir —N/2<j<+N/2
2j— N fir j > +N/2
Versuchen wir jetzt also, etwa fiir den Fall —N/2 < j < 4+N/2, das Skalarprodukt, wo wir zu

gegebenen j den grossten Beitrag erwarten, analytisch zu berechnen. Fiir —N/2 < j < +N/2
ist das das Skalarprodukt

(5]7671) - (é}?ﬁN—?j-i-l) (12)

Schreiben wir uns vielleicht zunachst die Koordinaten von ¥x_g;41 hin. Es war

_ 1 sl min
Unt = Jngr b SMani2
Also,
. . 1 e m(N—2j+1)
UN-2j+16 = Jng7 b ST oNT2
1 b [nl wjl
= Nt sm[ 2 N+1}
_ 1 -f S 74 mjl 7l o il
= =t {sm 5 COS 7 — cos 7 sin 5
Fiir gerades ¢ = 2m ist das
. _ 1 om S il i
UN-2j+12m = Ayl {sm T Cos x4 — cosTmsin iy
= L (=)™ 0 — (~1)™sin =L
N+1 N+1
- 1 gt
o N+1 Sin N+1
Und fiir ungerades ¢ = 2m + 1 wird das
_ 1 -(2 1 : il : il
UN-2j+12m+1 = AT §@mt ){3111[%(2771 + 1)] COS 7 — cos[g(Qm + 1)] sin N+r1}
= L (=1)"{ (=1)"cos =t —
N+1 N+1
_ 1 . il
o N+1 L COS N
Also,
i Tl . .
UN—-2j+1,4 = 1\}+1 . . 71r\§zrl fl./.ud t=2m (13)
i COS iy fir £=2m+1



Um das mit den Eintrdagen der €; zu vergleichen, die waren

— 127 JéNi}) i 9 ¢
. — & ST UAToNTT —
€ v © c]{ cos 2

+ ¢ sin 27

2N+1 2N+1

kénnen wir (13) auch folgendermassen schreiben:

i sin 2725 fiir £ = 2m

ON_2ir1e = i 2N12
— ] 5 — Y .
N+1 cos 2%21\7[% fir ¢ =2m+1

Das ist also fast dasselbe, allerdings immer nur der Real- oder Imaginarteil. Beides zusammen
geht auch nicht, weil dann der Betrag 1 ware und damit keine Dirichlet-Randbedingungen
moglich wéren. Berechnen wir jetzt das Skalarprodukt (12). Wir bekommen

2N+1
(€}, Un—2j11) = ; €j,0 UN-2j+1,6
=1
N N
= > €jomUN—2j412m T D €j2m+1 UN—2j412m+1
=1 m=0
N ~ N j(2m+1)
g i2m 26\2,:31 j2m g i27r](2]:,nr1 j2m
- n 2 € Sin 27 3575 " 2 © COS 2M 5N s
m=1 m=0
, N o i2m 67’27T2N+2 —e ’2“2N+2
- Y Z e “TINF1
N+ %
j(2m+1) _ o Jd(2m+1)
i N o §2mt1) 2™ N2 +e Ry e
_ le Z 61 IN+1
+ m=0 2
N 2
. 1 cj 127 7231\,111 —i2m L0 2N+2
= =+ 2t /N+1 Zle €
m=
N
) Jj(2m+1) j(2m+1)
_ 1 Cj 261271' INTT e 2T R + rest
N+1 =0
mit dem Rest
N .
. . j2m j2m
rest = — % Jffj+1 > etI2TINTT o Ti2T SRS
m=1
i cj al +i27rj(2m+l) +12 J(2m+1)
_ i INT1 INT2
5 TV 2 ©

Wir schreiben Rest, weil da zu erwarten ist, dass der ziemlich nullig ist, weil wir e*#7eté2m
haben und sich die Phasen da nicht gegeneinander wegcanceln. Also,

N . . N .
> ; c; i o I2m oo j2m - ](2m+1) i d(@m+1)
@ ivapms) = 4o { 3 RIS S e ] e
m=1 m=0
L N N
_ 2 J i 7T2N+1 -t ”2N+2
v Yoe + rest
/=1
A S (ol e
_ 49 12mj 2N+1 2N+2
5 TN 621 e 4+ rest
R 1—g2N+1
= 5 vvit 4 g + rest



mit
. . 1 1 . . 1
qg = ¢ iyl = P ENTDENTD)

Damit bekommen wir fiir grosse N

1 — N+ 1 — ¢i2™ians B —i2mj55 + O(3=)
l—q 1 — ¢ 2™ avnerTy —127 oy + Olxs)
= 2N + 0O(1)
Wegen
5 e

J

VN+1  Ve2N+1JN+1

erhalten wir dann im Limes N — oo

J(N+1)

1m (€5, Un_a; = lim4q —= + res }
Nosoo' 97 N=27+1 N—00 2\/2N+1\/N-|_1q 1—gq
L2 + i t
= —= im res
2 V2 N0
, 1
= (=1 —

V2

wenn wir mal annehmen, dass der Rest nach 0 konvergiert, was wir analytisch natiirlich noch
nachrechnen konnten. Insbesondere haben wir dann
1

A}E%OK%’Q?N‘”“)'Q = 3

was sich dann auch numerisch leicht iiberpriifen lasst. Damit haben wir also einen wesentlichen
Beitrag in der Entwicklung

2N+1
€ = > (€,0,)0,
n=1
mit
2N+1

> @ a)f = 1

identifiziert, aber ‘die andere Halfte’ fehlt noch, konnte man jetzt natiirlich noch genauer
analysieren, wo das herkommt.. Fiir den Moment belassen wir es mal dabei.



