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Mathematische Methoden in der Quantenmechanik

Erinnern wir uns zunachst noch einmal an das Theorem 9.1:

Theorem 9.1: Es sei {ea}gl1 eine ONB von L*(T"). Gegeben seien die Einteilchen- und
Zweiteilchen-Operatoren

h . L*T) — L*I) (1)
v o L*T?) — L*I?) (2)

Wir definieren den n-Teilchen-Operator

H, = > h; + % Soouy oo LT — LT (3)
= Em
mit der kinetischen Energie h; fir das i-te Teilchen und der Wechselwirkungsenergie v;; zwi-
schen dem ¢-ten und j-ten Teilchen gegeben durch

(hifu)(@r, - san) = >0 32 ep(w) (Blhla) ealys) fulwr, - yi - an) (4)

a,B y; el
(Wijfu) (@1, 20) = (5)
X5 exlaeste) . Shlas B) 2alw) 25(a5) Sl ooy )
oBY8 Yi v
mit den Matrix-Elementen
(Blhle)y = (eg, hea) (6)
(3, 8lvl B) = (o3 @es, v eq@es) (7)

Die bosonischen und fermionischen Vielteilchen-Operatoren H; und H; sind gegeben durch
die Einschrankung von H,, auf die Menge der symmetrischen oder antisymmetrischen Wellen-
funktionen,

Hy = Hy|pm (8)

Hg = Hn {Lg(F”) (9)



Dann gelten die folgenden Darstellungen:

H, = Zﬂag (Blhla) aa + 3 ;5 ayai (v,0[v]a, B) agaq (10)
a, afy

o, = Z{JBCZ (Blhla) ca + 3 %35 cyey (v, 0lvle, B) caea (11)
a, afy

mit den bosonischen und fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus der
Definition 8.1.

Aufgabe 1: Impulsraum-Darstellung, Bosonen, ohne Spin

Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

2 n n
H, = -L ;A; + 1 _Zl V(i — z;) (12)
= iy
mit
r = I, = [-L,+L]%, (13)

der mit positivem Gitterabstand Az diskretisierte Wiirfel mit Kantenlinge 2L und Al der
diskrete Laplace-Operator auf T',. Als Ein-Teilchen Basis von L?*(T") wihlen wir die Eigen-
funktionen vom diskreten Laplace-Operator, die hatten wir im week2 und week3 berechnet,
im Theorem 2.2:

B = {ek:Fw—>C|x—>ek(m):Weikx,kEFk} (14)

Die Eigenwerte waren gegeben durch

i . 2
—%Arek = %Z?:l[sm(zlﬁm)] e = Ere (15)

so dass

(plhlk) = er(epex) = erbpp (16)

Berechnen wir jetzt das Matrix-Element
(v,0lv]e, B) = (ey®es5,vea®eg) (17)
mit
fa)(z,y) = V(e —y) falz,y) (18)
Die Indizes «, 3,7, ¢ fiir die Basisvektoren sind jetzt also Vektoren im Impulsraum, sagen wir

(a, 8,7,0) = (k1 ko, ks, ks) € Ty (19)



Wir bekommen dann

(ks, ka|v|ki, ko) = (€rs @ e€p,, Ve, D ex,) (20)

oder

= > ex(yr)en, (y2) [v(er, @ exy)] (Y1, 42)

91,92

= Z €k <y1>ék4 (yQ) V(yl - y2) €k (yl)ek2 (y2)

— |F1 . Z e ~tkayr o —ikay2 V(Z/l _ y2) e Tik1y1 o +ikay2
T Y1,Yy2

- 1 z311171/2 e halyiwe) g —ilhathalyz Vi(yr — y2) e tiki(y1—v2) o +i(k1+k2)y2

(ks, ka|v|ky, ko) = ﬁ Zw e +ilkitka—ks—ka)yz Zyl V(yy — ys) e ilk1—ha)(vi—v2) (21)

Fiir grosse Volumina L — oo kénnen wir in der zweiten Summe y; — yo durch ein x sub-
stituieren und dann insbesondere iiber den ganzen Raum laufen lassen, so dass die Summe
unabhéangig ist von y,. Also

mit

Z V(y1 _ y2) €+z‘(k1—k3)(y1—y2) ~ Z V(x) 6+i(k1—k’3)z

Y1 x
= (A;)d V(l{il — kg) (22)
V(ky — ks) = S (Az)? V(x)eTi—ha)e
xGFz
V(—x)::V(ac) Z (Al’)d V(l’) e—i(kl—kg)x — V(k’g . kl) (23)
zel,

Fir die yo-Summe ergibt sich dann

S etilhthakazhive — D 1 S ik ke k0 = Tel X Okytha ket (24)
Damit bekommen wir
(ks, kalolkr ko) = o Tal X Okitha hoths X (agye V (ki — ks)
_  (An)¥(Ak)?

(2m)d X 5k1+k2,k3+k4 X (Ai)d ‘A/(kl_kZi)

= @7 X Okithy kyths X V(ky — ks) (25)

und wir erhalten die Darstellung

= Yoay Whlk)a, + 5 X afaf, (ks kalvlki, k) ar,an,
k,p kikoksky

Ak)4 A
k kzk: k ﬁ Ohs-ths ksths Oy, V(K1 — Ks) anyax, (26)
1R2R3R4

N |—=

= Y epalar +
k



Setzen wir noch
Vie) = 2u &y (27)

bekommen wir V(k; — ks) = 2u und damit

s — + (Ak)? + .+
Hn - Z €k Ay Qg + u E (2m)d 6k1+k27k3+k4 Oy O,y Akep Oy (28)
k k1koksky

Aufgabe 2: Impulsraum-Darstellung, Fermionen, Spin 1/2

Der Hamilton-Operator ist wieder gegeben durch

- ke

das ist also derselbe Ausdruck wie im bosonischen Fall. Fiir Elektronen miissen wir aber noch
den Spin-Freiheitsgrad mit beriicksichtigen, der Hamilton-Operator ist Spin-unabhéngig, aber
die Wellenfunktionen sind nicht einfach skalare Funktionen auf dem Ortsraum-Gitter

sondern es sind 2-komponentige Grossen mit einer Spin-up und einer Spin-down Komponente.
Das heisst, eine Einteilchen-Wellenfunktion fiir ein Elektron ist ein Element von L?(T) mit

I o= Tox{thd} = [FL+L3, x {11} (31)
Wir wihlen die folgende Ein-Teilchen Basis von L?(T):
B = {e,w = ero(07) = ex(¥) bpr : Ta x {11} = C | (k,0) € Ty x {1,1} } (32)
Berechnen wir wieder das Matrix-Element
(7,0[v]a, B) = (e, ®@es5,vea®eg) (33)
mit
(vfo)(xo,yr) = V(z—y) f2(zo,yT) (34)

die Wechselwirkung ist also Spin-unabhangig. Die Indizes «, 3, v, d fiir die Basisvektoren sind
jetzt also (Impulsraum,Spin)-Paare, sagen wir

(o, 8,7,0) = (ki01,ko0o, k3os, kaoy) (35)



und wir bekommen dann

(k3os, kyoa|v|k101, k202) = (€hyoy @ €hyoy s U Chioy @ Choory )

= Z €kso3 (y171)€k4a4 (?/272) [U (eklol X ek’QO’Q)](lel)yQTQ)

Y171,Y272

= Z Chsos (lel)éklezl (yQTQ) V(yl - yQ) €kioq (y17—1>6k202 (y27—2)

Y171,Y272

- 501 ,03 502704 Z €k (yl)ék4 <y2) V<y1 - y2> €y (yl)ekQ (y2>
Y1,Yy2

= 60'1,03 50’2,0’4 <k37 k4|U’k17 k2> (36)

wobei das Spin-unabhéngige Matrix-Element (ks, k4|v|k1, ko) genau dasselbe ist, was wir oben
schon berechnet haben. Also bekommen wir

HZ = Z C;T <pT‘h‘kU> Cko + % Z Z nga'lcz;a'g <k3’k4‘v|kl7k2> Ck2‘726k10'1 (37)
ko,pt ki1koksky 0102
Wegen
(pr|hlko) = (rlo) (plhlk) = o Oy cr (38)

erhalten wir dann

a -+
Hy = Y ek Gulre + (39)
ko
1 (Ak) + o+ 0
2 Z z (2m)d 5k1+k2,k3+k4 Cls01Chaon V(k?) - kl) Ckyoo Chyoy
o102 kikaksky

und mit
V(«Tl - $2) = U5$17$2/<Ax)d (4())
wird das dann zu
gt — + u Ar)? s + oot 41
n Z €k Cpo Cho T+ 3 Z Z @m)@ Okithe, kstks Chyoy Chyoy ChaoaChion ( )
ko 0102 kikokzks

Und wegen

+ A+
Z 5k1+k2 sk3+ka Crgoy Cryoy ChaoaChion
k1kokska

Okythy kgtks (4 -+ + o+
2 (Ck:go'l Ck:4t72 + Ck‘40'1 Ck‘go’g) Ck202 Ck101
kikokska

_ Oky +ko k3 tky + + + +
- Z 4 (Ck‘go'l Chyoa + Cryoy Ck‘go’g) (Ckztm Ckior T Chioo Ck’201)
k1koksks

_ Ok +ha , kythy + + + +
- Z 4 (Ck30'1 Chyos — Ck3a'gck4a'1) (Ck202ck101 — Ckyoy Csz)
kikakska



tun in der Spin-Summe wieder die Terme mit o1 = 0, verschwinden und wir erhalten

L — +
Hy = > €k Cplro
ko

(Ak)? +
+ 2 (2m)d Ok +kz , k+ha ChstClyl ChalChit
ki1kokaka

VIS

(Ak)? +
(2m)d 5k1+k2 yks+ks Crg) Cryt ChatChil

_l’_
12

2
k1kokska

— + (Ak)d + o+
= Z €k CryCko + u Z _(27r)d (5k1+k2 ka+ky CkSTCkALi Cky) Clyt
ko k1k2k3k4



