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week5: Die Euler-Lagrange Gleichungen der klassischen Mechanik
Kapitel 2.3: Herleitung mit Zwangskraften, N Teilchen

Wir wollen jetzt die ﬂberlegungen aus dem week3.pdf, auf N-Teilchen Systeme tlibertragen.
Wir beschreiben zunachst das allgemeine Setting und geben dann zwei Beispiele an, N
geladene Kiigelchen in einer Schiissel und das Doppelpendel, fiir die dieses Setting etwa
gedacht ware. Am Ende fassen wir die Ergebnisse in dem Theorem 2.3.2 zusammen.

Wir betrachten also N Teilchen mit Massen mgq,mo, -+, my und Ortsvektoren 'y, Zs,- -
-, Zy € R? | die sich unter dem Einfluss eines Potentials

Vo= V(i ,%) (1)
bewegen. Durch das Potential V' wird eine Kraft

F, = —=VzV (2)
auf das i-te Teilchen ausgeiibt.

Die Bewegung der N Teilchen sei nicht vollig frei, sondern sie unterliege mechanischen Re-
striktionen. Diese Zwangsbedingungen seien gegeben die durch die n (nicht redundanten,
linear unabhéngigen) Gleichungen

gn($1’... 7fN) = 0
Wenn wir die Ortsvektoren der N Teilchen in dem Vektor
T o= (¥, ,%y) € R¥
zusammenfassen, dann findet die Bewegung also auf einer
f = 3N —n (4)

dimensionalen Flache F oder Untermannigfaltigkeit des R3*" statt, mit
F o= {ZeR¥|g@, - ,Zy)=0Vj=1,...n} C R¥W (5)

Jede Parametrisierung von F durch f unabhangige Koordinaten

g = (q-q5) (6)



definiert die verallgemeinerten Koordinaten fiir das gegebene mechanische Problem. Das
heisst, die kartesischen Koordinaten 1, ..., Zy sind so durch die ¢, ..., ¢; auszudriicken,

xry = fl(Qla‘]Qa“'an) = fl(q)

— —

In = IN(q1,92, - ,qr) = Zn(q)

so dass die Zwangsbedingungen (3) automatisch erfiillt sind:
g1 (#1(q), - @n(g)) = 0

(8)
gn(fl(Q)a""fN(q)) =0

Das F wird also durch die verallgemeinerten Koordinaten ¢ = (¢1,---,qy) parametrisiert
und die Vektoren

9z e/ (9)

oq1 ’ > Oqy

sind linear unabhangige Tangentialvektoren an F. Wir konnen diese Vektoren zu einer Basis
von R3N erweitern, indem wir die 3N — f = 3N — (3N —n) =n Gradienten

vfgla T vfgn (10)
mit hinzunehmen,
_ o ox
B = Tm’"‘?THJVfgla"'avfgn} (11)

ist eine Basis des R*" und die Gradienten stehen senkrecht auf den Tangentialvektoren, denn:
wir leiten die k-te Gleichung von (8) nach ¢; ab und erhalten

N =
= > Vaa(®). - i) 52
i=1

= Vige 3—2 (12)
In der zweiten Zeite von (12) haben wir eine Summe von Skalarprodukten im R3, die letzte

Zeile von (12) ist gegeben durch ein Skalarprodukt im R3Y.

Bevor wir die Bewegungsgleichungen hinschreiben, wollen wir eben zwei Beispiele angeben,
fiir die dieses Setting etwa gedacht ist.

Beispiel 1: N elektrostatisch geladene Kiigelchen in einer halbkugelformigen Schiissel unter
dem Einfluss der Schwerkraft: In diesem Fall ware das Potential gegeben durch

N N
. 5 . 1 QiQ;
V(@ 8n) = Y mga + omn ) et
i=1

i,j=1
i<j




wenn die @1, ..., @x die Ladungen der Kiigelchen sind und etwa #; = (x;,y;, 2;). Wir haben
n = N Zwangsbedingungen, die durch die Gleichungen

P yr+22 - R =0 Vi=1,---,N

gegeben sind, wenn R der Schiisselradius ist. Die Flache F ware also f = 3N — N = 2N
dimensional und als Parametrisierung konnten wir einfach jeweils die Winkel der Kugelkoor-
dinaten nehmen,

(Q1>Q27"' ;Q2N—1,CI2N) = (801,917"' a@NﬁN) .

Beispiel 2: Das ebene Doppelpendel unter dem Einfluss der Schwerkraft: Das sieht also so
aus,
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mi

I

<
N
t

"

Hier haben wir also ein ebenes Pendel, kein sphérisches im R? wie letzte Woche, mit

(xbyl) € Rz
= (z9,12) € R?

!

I\
|

mit den n = 2 Zwangsbedingungen

ity -6 =0
(o —21)* + (o —)* — 6 = 0

wobei also /1 und /5 jeweils die Pendellange ist. Das Potential ist
V(Z1,72) = maugy + magys

Die Flache F ist f = 2N —n =4 — 2 = 2 dimensional und als verallgemeinerte Koordinaten
kamen die Winkel ¢y und ¢, aus der Abbildung in Frage.

Zuriick zum allgemeinen Setting, Bewegungsgleichungen:

Wie sehen die Bewegungsgleichungen aus? Auf das N-Teilchen System wirken Krafte, die
durch das Potential V' generiert werden, und Zwangskrafte:

m;T; = F + Z

oder

mzfz + V@V = Z_; (13)



Fassen wir die Zwangskrifte Z; zu einem Vektor im R3" zusammen,

Ny
|
N
=

(14)

dann darf das Z keine tangentiale Komponente an F haben. Also, wenn wir die Basis B aus
(11) benutzen,

Z Me Vi gk (15)
k=1

mit gewissen Funktionen A\, = A\ (7, z, f) Die Zwangskraft fiir das i-te Teilchen ist dann also
gegeben durch

Z Ak Vfi gk (16)
k=1
und die Bewegungsgleichungen lauten

miE + Ve Vo= > M Vagn (17)

Wir multiplizieren (17) mit g—g’? und summieren iiber i
J

N N n N
m; 7; 2% 4 V.V 2% — A Vo g 2%
iV By, T D4, k Z; 9k dq;
i=1 i=1 k=1 i=1
N n
% 9%, oV _ g, OF
& E mi TGt + ge = E e Vi gk 5q
=1 k=
N
= 0% vV
& E MiTi 5t + 5 0 (18)
=1
Wegen
f
i - ox; -
Jj=1

konnen wir die kinetische Energie T wieder (wie in week3.pdf mit den u,v,u,?) als eine
Funktion der ¢; und der ¢; auffassen,

— m; 722
r=T E:jz

=1

(19) i Z m?

7,k=1 =1

N

0%;
9k

/
= ) didntin(q) (20)
k:



mit

9% O3
m; OF;
2

O%;

q; Oqx

= 2%
week3.pdf abschreiben konnen

=1

(21)

T =T(q,q) sei gegeben durch (20). Dann gilt

(

&l&

Dann gilt die folgende Aussage, die wir fast wortwortlich aus dem Theorem 2.1.1 aus dem

vo — a5 )
, f. Insbesondere gilt

Theorem 2.3.1: Es sei & = #(q) eine Parametrisierung von F, ¥; = #(¢;) und die Funktion
fiir alle j = 1,2

m;T; ggz (22)
N oz d oT oT
— T
Zmz xX; 9, E@ — g (23)
mit der kinetischen Energie
N f
T =) % To= 2
i=1 7.k=
und ¢,(¢) wie in (21) angegeben

Beweis: Mit

didrtir(q)
1
bekommen wir

(24)

.
Ti = 2 5o G (25)
k=1
D f12y _ moow B 5 oam
{2} = @y = ng
und damit
d 0 122\ _ %0 s 4 0F
dt 8q] {2 xi } o v 8qj + tdt 8qj
Andererseits
9 1520 _ = oo9m (25 5 u 9%, _ 5 dox
a_qj{ixz’} i g %kz::laqkaqj k= Tigag,
Also,
dd 1221 _ 9 [1z=2] _
dta(jj{zxi} 3q]'{2$i} -
und das Theorem ist bewiesen. W




Mit Hilfe von Theorem 2.3.1 kénnen wir also das System (18) schreiben als

d oT orT [2)%
dt qu qu 8qj 0 (26)
Oder
d oT o(T-V)
dt 8(1]' 8qj 0 (27>

Da nach Voraussetzung das V' nur von den &; aber nicht von den z; abhangt, ist g—(‘; =0 und
J
wir konnen schliesslich schreiben

d d(T—V) oT-V)
at 8¢; g =0 (28)

Wir fassen unsere Ergebnisse wieder (analog zum Theorem 2.1.2 aus dem week3.pdf) in einem
Theorem zusammen.
Theorem 2.3.2: Ein N-Teilchensystem bewege sich unter dem Einfluss eines Potentials
V =V (%, - ,Zxn). Durch das Potential werde die Kraft

F = -VzV(@)

auf das i-te Teilchen ausgeiibt. Weiterhin unterliege das Teilchensystem mechanischen Be-
schrankungen, die dazu fiihren, dass die Bewegung nur in einer f-dimensionalen Flache

F o= {f:(fl,--~,fN)eR3N (&1, @n) =0 ‘v’jzl,...,n} c R
stattfinden kann. Dann gilt:

a) Die Bahnkurven Z;(t) = #;(q;) geniigen den Bewegungsgleichungen

mit den Zwangskraften

Z; = Mol &, &, &) Vz, gi(7)
k=1

Die Zwangskrafte Z; sind reale Krafte, nicht nur ein mathematisches Hilfsmittel.

b) Definieren wir die Lagrange-Funktion L durch

L = T - V = ZN ﬂf? - V(fla.” 7fN> (29)

=1 2

dann konnen die Bahnkurven der verallgemeinerten Koordinaten g;(t),...,qs(t) und
damit auch die Bahnkurven in kartesischen Koordinaten Z;(t) = Zi(q:(t), - ,qs(t))
aus den Euler-Lagrange Gleichungen

— == = (30)

gewonnen werden.



Bemerkungen:

1)

2)

3)

Zum Aufstellen und Losen der Euler-Lagrange-Gleichungen (30), also zum Berechnen
der Bahnkurven, ist die Kenntnis der Zwangskrafte Z; nicht erforderlich. Der relevante
Teil von dem Theorem ist also typischerweise der Teil (b), der Teil (a) ist ‘nur zur Info’,
nur zum besseren Verstandnis sozusagen.

Die Parameter ¢ = (qi(£),- -+ ,qs(t)) (oder jede Auswahl von solchen Parametern), die
die Zwangsbedingungen

sicherstellen, heissen verallgemeinerte Koordinaten fiir das gegebene mechanische
Problem.

Das Theorem gilt auch fiir den Fall 7 = R3", also fiir den Fall, dass es iiberhaupt
keine Zwangsbedingungen gibt. Es sagt dann aus, dass die Bewegungsgleichungen in
beliebigen Koordinaten immer von der Form (30) sind. Wahrend etwa m# = 0 oder
ma = 0 und my = 0 nur in kartesischen Koordinaten so aussieht, in Polarkoordinaten
gilt dann ja schon nicht mehr m# = 0 und m¢ = 0, sondern die Gleichungen sind ein
bischen anders, ist die Form von (30) eben immer diesselbe, unabhéngig davon, welche
spezielle Parametrisierung gewahlt wurde.



