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week12a: Kapitel 5.3: Effizienz und Konsistenz, Teil 5
Die Form von Minimum-Varianz-Schatzern
und erwartungstreue Schatzer fiir das Beispiel 3

In der letzten Veranstaltung hatten wir die Fisher-Informationsmatrix I = I(a, f,v) fiir
das Beispiel 3 explizit berechnet und hatten dann die Cramer-Rao Abschatzungen fiir er-
wartungstreue Schétzer (&, B , ) hingeschrieben. Daraus konnten wir dann untere Schranken
fiir die Varianzen von erwartungstreuen Schéatzen & und o2 herleiten, die genau im Einklang
standen mit dem Verhalten, was wir in dem week7b.pdf in den Histogrammen gesehen hatten.

Etwas allgemeiner konnen wir sagen, dass in allen 3 Beispielen, die wir uns angeschaut haben,
die Varianzen der Maximum-Likelihood-Schatzer qualitativ iibereinstimmen mit den Vari-
anzen, die durch die Cramer-Rao Lower Bound, das ist das [I7(0)]x, gegeben sind.

Hier wollen wir jetzt noch folgendes machen: In dem week7b.pdf hatten wir ja durch Simula-
tion gesehen, dass der Schatzer ky, fiir die mean reversion speed k nicht erwartungstreu ist.
Im week10b.pdf hatten wir in der Folgerung 5.3.3 eine Formel hingeschrieben, das war

~

O(x) = 0 + I7'(0) Vologps(x) (1)

und gesagt, dass erwartungstreue Minimum-Varianz-Schétzer von dieser Form sein miissen.
Insbesondere auf dem letzten Ubungsblatt 12 hatten wir dann nochmal explizit nachgerechnet,
dass fiir Schétzer von der Form (1) tatséchlich

E[6,] = 6, (2)
VO] = [T (O)ks (3)

gilt, die sind also immer erwartungstreu.

Jetzt wollen wir den Ausdruck auf der rechten Seite von (1) fiir das Beispiel 3 explizit berech-
nen. Das I(f) und die Ableitungen in dem Gradienten Vypy hatten wir ja letztes Mal schon
berechnet, da miissen wir das im wesentlichen nur noch hinschreiben. Insbesondere wollen
wir uns das k anschauen, das muss dann ja erwartungstreu sein. Der Maximum-Likelihood-
Schétzer fyp, war ja nicht erwartungstreu, also, wenn wir die rechte Seite von (1) berechnen,
vielleicht bekommen wir dann ja eine gute Idee, wie wir aus dem nicht erwartungstreuen Ay,
ein erwartungstreues £ machen konnen.

Die rechte Seite von (1) kann man typischerweise nicht direkt benutzen, weil da eben die
theoretischen Modellparameter explizit auftauchen, aber, wie wir ja in der 2. Aufgabe auf
dem Ubungsblatt 11 gesehen haben, kann es durchaus mal sein, dass sich die theoretischen
Modellparameter am Ende rauskiirzen. Also probieren wir das mal:



Fiir das 1(0) = I(«, B, v) hatten wir letztes Mal den folgenden Ausdruck bekommen:
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Fiir die Ableitungen Vyp = (g—g, g—g, %) hatten wir die folgenden Ausdriicke gefunden:
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Die Schétzer aus (1) sehen dann also folgendermassen aus:
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und das 7 ist gegeben durch
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Betrachten wir zunédchst die Gleichung (4).
inversen Matrix konnen wir auch schreiben als
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Wenn wir das in (4) einsetzen, bekommen wir
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Den Vektor auf der rechten Seite hinter der



Der Schitzer 6, hat Erwartungswert 0,
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und damit muss
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haben. Die folgenden Schéatzer fiir a und f sind also erwartungstreu:
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wiirden sich dann Schéatzer von folgender Form anbieten:
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Wir haben ~ anstatt = geschrieben, weil die Ausdriicke auf der rechten Seite von (15,16)
so natiirlich nicht als Schétzer benutzbar sind, da ja die Grossen (z?) und (z)? als Er-
wartungswerte ja von den gesuchten Modellparametern abhéngen. Durch (16) wird aber
offensichtlich die folgende Wahl motiviert:
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Insbesondere fiir den Fall (k,T) = (1,1) ist dieses f1 deutlich besser als das [y,
—  R-Simulation

Schauen wir uns die Gleichung (15) an. Wir haben die exakte Identitat
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oder
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Mit dem Theorem 5.3.4 vom letzten Mal konnen wir schreiben
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als erwartungstreuen Schétzer fiir das F'(k) zu verwenden, und dann s durch sowas wie
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man dann noch mit dem Convexity Adjustment eine entsprechende Korrektur machen miisste,
um das moglichst erwartungstreu zu machen. Allerdings ist es nun so, dass die Funktion F'(k)
gegeben durch die rechte Seite von (19) kaum von k abhéngt, sondern insbesondere fiir grosse
kT > 1 ist das im wesentlichen das ¢%/2. Mit anderen Worten, die Kombination (20) ist
nicht wirklich sensitiv beziiglich Variation von s und wird sich deshalb kaum dafiir eignen,
das k zu schatzen. Ok, miisste man sich vielleicht mal ein paar Simulationen anschauen.

Die Idee, die wir hier aber gerade gehabt haben, ist vielleicht nicht so schlecht, wir suchen
eine Kombination von w;,’s, wo wir den Erwartungswert explizit berechnen konnen und wo
das Resultat moglichst sensitiv beziiglich x sein sollte, und wenn wir den Erwartungswert
dann mit F(k) bezeichnen, schitzen wir das x durch die Umkehrfunktion F~! und machen
dann mit dem Convexity Adjustment noch eine Korrektur. Schauen wir uns mal die folgende
Kombination an:
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Den Erwartungswert kann man berechnen und man findet

E[s2] = TT F(kT) (22)

mit der streng monotonen Funktion
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Wir brauchen das x. Die folgenden Gleichungen sind exakt (im Limes At — 0)
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zu betrachten. Wegen
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konnen wir nicht erwarten, dass dieser Schatzer erwartungstreu ist, aber wir kénnten eine
Korrektur mit dem Convexity Adjustment berechnen. Dazu brauchten wir dann auch eine
Formel fiir die Varianz von dem s2, also fiir die Grésse V] 32]

Okay, das kann man auch berechnen, wird dann aber schon eine etwas langlichere Rechnung.
Probieren wir an dieser Stelle vielleicht einfach nur nochmal aus, wie gut der Schétzer (25)
so hinkommt im Vergleich mit dem Standard Maximum-Likelihood-Schétzer Ry, also ganz
ohne Convexity Adjustment:

—  R-Simulation

Die Umkehrfunktion F~(y) in (25) bestimmen wir numerisch mit Hilfe von Newton-Iteration,
indem wir zu gegebenen y die Gleichung F(x) —y = 0 16sen, also indem wir die Nullstelle
der Funktion

f(z) = F(z)—y
durch Newton-Iteration
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bestimmen. Dazu brauchen wir offensichtlich die Ableitung von dem F'(z), man berechnet
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Betrachten wir schliesslich noch den Schétzer fiir das © gegeben durch (5),
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Tatséchlich konnen wir fiir kleine At die rechte Seite durch einen von o und 5 unabhéngigen
Ausdruck ersetzen, denn wegen
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konnen wir schreiben

>
I

1 n
— g [wk—OéIEk—1 —5]2
n

k=1

— %Z{xk — (1 — kAt)xp—1 — liuﬁt}2

k=1

= %Z[(mk — l’k_l) + At ff(xk—l - M)}Q
k=1

1 & )
ﬁ Z(Ik - Ik—l)
k=1

da zp — a1 = O(VAt) und VAt > At im Limes At — 0. Der Parameter von Interesse
ist das o oder das ¢? mit
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schatzen konnen.

Die Performance der Schétzer (&, i, c;\Q) aus (25,17,27) konnen wir uns dann morgen noch in
einer R-Simulation anschauen und mit der Performance der Maximum-Likelihood-Schéatzer
vergleichen.



