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VL12: Kapitel 3.3.1: Zeitevolution fiir den leicht anharmonischen Oszillator:
Collapse and Revivals

Setup

Wir betrachten den quantenmechanischen anharmonischen Oszillator aus dem week11.pdf
mit Hamilton-Operator

Bo= - E e s e
= o |[H{-&+ &)+ 3¢ = nofy (1)

und dem dimensionslosen Operator!

Hy = H{-& +¢}+2¢ (2)
mit
€ = 3
{ = _h
5= 8 =

Wir wahlen denselben Anfangszustand 1)y, den wir auch schon bei der Zeitevolution des
harmonischen Oszillators betrachten haben. Das war

Yo(x) = wolr —x0) = \/Lzho(x_l#) = \/Lgho(f—go) (3)

mit der nullten Hermite-Funktion

N

ho€) = He ¥
und
o = B

In dem Theorem 3.2.2, das war in dem week10.pdf, hatten wir das ho(§ — &) nach den
Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators entwickelt, das war die folgende Formel:

2

ho(6—&) = e 7 > <= ha(€)
n=0

ldie Notation ist suboptimal, da wir etwa ﬁo nicht schreiben konnen, sondern nur H 8=0, das ist dann der
dimensionslose Operator (2) fiir 8 = 0 und Hx—¢ ist der dimensionsbehaftete Operator (1) fiir A = 0.



mit
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¢ = % -

Die Zeitevolution des Anfangszustandes 1)y unter dem anharmonischen Hamilton-Operator
(1) kénnen wir jetzt also folgendermassen schreiben:

Yi(z) = (e #Dyg)(2) = (e ) ()

N

e Y (e, (€) (4)
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Dimensionslose und Dimensionsbehaftete Gleichung

Fassen wir vielleicht noch einmal kurz den Zusammenhang zwischen dimensionsbehafteten
und dimensionslosen Grossen zusammen: Die dimensionsbehaftete zeitabhéngige Schrodinger-
Gleichung lautet

ihdy = Hyyp = hwHge (5)
und ist dquivalent zu der dimensionslosen Gleichung, wir teilen (5) einfach durch hw,
ists v = Hyo

oder, mit der dimensionslosen Variablen 7 := wt ,

Im folgenden l6sen wir die dimensionslose Gleichung (6) und erhalten eine Funktion

vo= Y& T) (7)
Die Losung der dimensionsbehafteten Gleichung (5) ist dann gegeben durch
Y= P(F, wt) (8)

Hat 1 die Norm 1 im £-Raum, dann miissen wir, wenn wir eine normierte Losung im z-Raum
haben wollen, noch durch /¢ teilen, also

o) = Lo(x, wt) o)
ist die normierte Losung im x-Raum. Nach der Gleichung (4) von oben haben wir also
e = eF 3 (e min) (10)
n=0
mit
WED) = e F 3L h(e) = hol6—&) (11)
n=0

und ¢ = fo/\/§.



Implementierung der Bohr-Sommerfeld Quantisierung
Wir machen jetzt die folgende Niherung?:

o—imHp h, ~ e Enh, (12)
mit den FE,,’s aus dem Theorem 3.2.4 von week11.pdf, das war die folgende Formel:

E, = n+ i+ Zn2+n+1) (13)

e TRy (€) (14)

ﬂl

Gr(€) = B(ET) ~ e T YL
n=0
Jetzt konnen wir die Grosse (x;) berechnen. Zunéchst mal ist

() = (Wnaty) = frlh@)Pd = fo|LeE )] de

= ([ 2o w) dE) = g [a@P d = € x (&)

und wir erhalten mit der Naherung (14)

<5T>=6225ﬁ;—%

e—iEmTe—i-iEnT <hm7£hn>
Bt Y e R ) (9
m,n=0

Nun ist

(hin, (@4 a)hy) = (ahm, hy) + (hin,aThy)
m+1 <hm+1ahn> + Vn+1 <hmahn+1>
= vm+1 §m+1,n + vn+1 5m,n+1

Wenn wir das in (15) einsetzen, bekommen wir

<§T> _ \/LE 6—c2 Z \;%in' e_i(Em—En)T{ /m_|_15m+1’n + \/n+15m7n+1}

= He ) e e B T

L3 e 4e—i<En+1—En>T¢n—H} (16)

2das ist also nicht nur eine Niherung fiir die Eigenwerte, sondern wir nehmen auch an, dass der Einfluss
der Anharmonizitéit fiir kleine 8 auf die Eigenfunktionen vernachlassigbar ist



In der ersten Summe von (16) tun wir den Summationsindex von m nach n umbenennen und

schreiben

oo oo

o 1 _02 62n+1 +Z(E +1— E 2n+1 _ +1— E)

&) = »#e {E,Te =BT 4 Ent1=En
n=0

n=0
o0
c ,—c? 2" +i(Ept1—En)T
= S e ° 2Re E - et TEn
V2 n!
n=0
o0
= & X Re{ g Calp e”(E"“E”)T}
n:
n=0

Jetzt benutzen wir die Gleichung (13),

und bekommen

mit

&
I

Damit erhalten wir fiir die Summe in dem Realteil in (17)

oo

§ 072; e —H (Brnt1—En)T  _ eid}‘r § 02_7 6—02 eiam’
n=0 n=0
o)

_ ei&)‘r Z (cze“'”) 6—32

n
n=0
ioT _c? el c?

2 2

T e cos at +ic? sin ar e ¢

271 e 2
e ¢ [1—cosar] % ez[wﬂ-—l—c sin aT]

und bekommen schliesslich das End-Resultat

(&) = & X Re{ ZQ_' o +i(Ent1- En)r}
=0

g2 2
= & x e sll-cosar] o COS[(l-i—%)T + %Osinar}

(17)

(18)



Die Collapse and Revivals werden offensichtlich generiert von dem Amplitudenfaktor

exp{ —%[1 - cosom-]} = exp{ —%[1 — cos(37)] } (19)
in (18). Fur

8m 8m 8m
T € {O,%,ZX@,?)X@,"'}

ist der Cosinus gleich 1, der Exponent ist gleich 0 und damit der Amplitudenfaktor gleich 1,
man hat dann im wesentlichen die harmonische Schwingung cos 7 = coswt. Die Revival-Zeit
ist also gegeben durch

R = 55 (20)
Die Collapse-Zeit definiert man iiblicherweise als die Zeit, die es braucht, um eine Amplitu-
denreduktion um den Faktor 1/e zu erhalten, das wére hier dann also

2 2 |
—S901 —cos(3p7)] ~ % x 132 = 1
oder
_ 8 _ T
Tc 36&% 7"?0 (21)

Sowohl Collapse- wie auch Revival-Zeit sind also proportional zu 1/4.

Numerischer Test

Wir wollen das Resultat aus (18) mit der exakten Dynamik vergleichen. Wir benutzen wieder
die Basis

By = {hn }iV:O

und erinnern uns an die Matrix-Darstellung von H s bezliglich By. Diese hatten wir in dem
week11.pdf hergeleitet:

(hny Hghy) = (n+3) 6pm + 2 (M, (@ + @) *hiy) (22)
mit
<hn, (a™+ a)4hm> = Onm [6n(n +1)+ 3}

+ Opmae2 (d4m+6)v/n(n —1) 4+ dpyom (dn+6)y/m(m —1)

+ Spmsa V/(n—1)(n —2)(n —3) + Gpram Vm(m —1)(m —2)(m — 3)

Bezeichnen wir die (N + 1) x (N + 1) Matrix mit Matrix-Elementen gegeben durch (22)
etwa mit Hy, dann konnen wir numerisch die exakten Eigenwerte und Eigenvektoren von Hy
berechnen,

HNU]' = £;Uy



mit v; € CM*! fiir j = 0,..., N und, sagen wir, gy < &; < --- < ey . Die Standardbasis in

CN*! entspricht dann also den hg, hy, - - , hy und der Anfangszustand 1), ist gegeben durch
den Vektor
2
Yo = e 7 (% )711\/:0 € Cv

mit ¢ = &/v/2. Um die exakte Dynamik von 1 zu berechnen, miissen wir nach den exakten
Eigenfunktionen von Hy entwickeln. Das sind die v;, nicht die h;. Wir schreiben also

N
Yo = ZWO, ;) v
=0
und bekommen dann die exakte Dynamik
N
U= ) (Wo,v5) e Ty
§=0
N N
= ZW’O, vj) e T Z(Um han) T
7=0 n=0
N
=: Z cn(T) b
n=0

mit den Koeffizienten
N
en(T) = > (o, v5) € (vg, hn) (23)
Das exakte (¢,) ist dann gegeben durch

(&) = Wn&dr) = H{n(a" +a)¥r) = HRe{(Yra™yr)}

NG Re{ i Vi1 en(t) enga (t) } (24)

Wir wahlen N = 500 und betrachten die zwei Anfangsbedingungen

o =1
o = 4

Wegen

& ez~ 0.6065 fir & =1
T~ 0.0003 fir & =4

sollten wir fiir §y = 4 ausgepragte Collapse- und Revival-Phasen sehen, genau dieser Fall ist
auf den Bildern auf der VL-homepage dargestellt, wohingegen man fiir £, = 1 nur leichtere
Modulationen der Amplitude sehen sollte. Schauen wir uns zunachst die numerischen Werte
fiir die Entwicklungskoeffizienten

52 n
() = e = T T
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fiir das ¢ an:
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Fiir die numerische Berechnung der exakten Dynamik sollte es also keine Einschrankung sein,
wenn wir etwa
_ 150
Yo = e 2 (gL, € CF

setzen. D.h., wir benutzen eine 500 x 500 Matrix zur Berechnung der exakten Eigenwerte
und Eigenvektoren, benutzen davon aber jeweils nur die ersten 150. Wir bekommen dann die
folgenden Resultate, die exakte Dynamik in schwarz und die semiklassische Approximation
in rot. Zunéchst die Bilder von der Vorlesungshomepage, das (x;) in der Uberschrift meint
nicht wirklich das (x;), sondern das ist das (§;) mit einem &, = 4:

<x(t)>, exactvs. iclassical approximation, beta =10~(-2)
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4

<x(t)>, exactvs. semiclassical approximation, beta = 10%(-3)
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Dabei zeigt die rote Kurve nur den Amplitudenfaktor (19). Wenn man die volle Approxima-
tion (18) nimmt, also mit dem Cosinus, bekommt man etwa die folgenden Bilder, wobei wir
jetzt den Zeithorizont etwas kleiner gewéhlt haben, damit man zumindest noch fiir den Fall
B = 1072 die eigentlichen Oszillationen sehen kann:
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<xi_t>, exact (black) vs. semiclassical approximation (red), beta = 10%(-3), xi_0=1
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