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VL10: Weiter im Kapitel 3.2.1: Die Zeitevolution des
quantenmechanischen harmonischen Oszillators

Im week9.pdf hatten wir das Eigenwertproblem fiir den quantenmechanischen harmonischen
Ostzillator gelost. Die Funktionen

22

on(z) = e Ha(7) e 2® (1)

erfiillen die Eigenwertgleichung

mit den Energieeigenwerten

Dabei war

und die Lange ¢ war gegeben durch

e:\/g (5)

Weiterhin bilden die {p,}°°, eine vollstandige Orthonormalbasis von L?*(R). Das heisst, wir
haben die Orthonormalitatsrelationen

(Om,on) = fR Om(T)pn(z)dr = pm (6)
und es ist so, dass jede Wellenfunktion, jedes ¢» € L*(R), nach den ¢,’s entwickelt werden
kann,

[e.e]

Y(x) = Y (,0n) on(2) (7)

n=0

Da die Zeitevolution der Energieeigenfunktionen ¢, gegeben ist durch

enlet) = €T gy (a) (8)
das heisst, die @, (z,t) sind eine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung, kénnen
wir die Zeitevolution eines beliebigen Anfangszustandes 1) =: vy aus Gleichung (7) sofort

angeben:

i

Yi(z) = Z<w07 ©n) e bnt on(7) (9)



Wahl des Anfangszustandes

Der Grundzustand des quantenmechanischen harmonischen Oszillators, das ist die Eigenfunk-
tion zum niedrigsten Energieeigenwert Ej, ist gegeben durch

oolr) = ke Hy(3) i

= —A—e (10)

Wir betrachten jetzt den folgenden Anfangszustand!, der das quantenmechanische Analogon
zur klassischen Anfangsbedingung x;—¢ = o und ;o = 0 ist:

_ (z—z)?

W@ = ple—z) = e (1)

Die Zeitentwicklung ist dann gegeben durch Gleichung (9) und der Aufenthaltsort des quan-
tenmechanischen Teilchens zur Zeit ¢ ist gegeben durch die Grosse

(z1) = fRth(x)de (12)

Fiir den harmonischen Ostzillator léasst sich diese Grosse noch in analytisch geschlossener Form
berechnen, das wollen wir jetzt machen. Das Resultat ist nicht besonders spektakular, wir
werden

(xy) = x cos(wt) (13)

bekommen, das stimmt also exakt tiberein mit dem klassischen Resultat. Das andert sich
dann, wenn wir im nachsten Kapitel einen anharmonischen Oszillator betrachten.

Entwicklung des Anfangszustandes nach Eigenfunktionen

Im week9.pdf hatten wir x’s und dimensionslose {’s, der Zusammenhang war gegeben durch

£ =3 (14)
und der Zusammenhang zwischen den Eigenfunktionen war
onl@) = Hha(2) = L ha©) (15)
mit
h, = ﬁ(a*)"ho (16)

Die h,, waren Losung des Eigenwertproblems

atah, = %{—%+§2—1}hn = nh, (17)

mit den Operatoren
o = 56+ %)
@ = Hle-4)

kurz zur Notation: der Index 0 an dem v bezieht sich auf die Zeit, t = 0, der Index 0 an dem ¢ bezieht
sich auf den wievielten Eigenwert, die Eigenfunktion zum 0-ten Eigenwert FEj




Das hg war gegeben durch
52

ho(§) = Le (18)

Den Anfangszustand (11) kénnen wir dann auch folgendermassen schreiben:

Yo(r) = @olr —20) = \/Lgfm(x}#) = \/Lzho(f—fo) (19)

mit

Nun gilt das folgende

Theorem 3.2.2: Die Operatoren a,a”™ und die Funktionen hy und h, seien definiert wie
oben. Wir betrachten die Funktion

ho(§ — &o)

mit einem fest gewshltem & € R. Um uns Faktoren von v/2 sparen zu konnen, definieren wir
noch die Konstante

o
Il
Sk

Dann gilt:

a) Das ho(€ — &) besitzt die Darstellung

2

ho(€ —&) = e 7 (e“Thy)(€) .

b) Das ho(§ — &) besitzt die folgende Entwicklung nach Eigenfunktionen:

[

ho(€ —&) = e 7 > = ha(§) .

n=0 .

2

Zum Beweis dieses Theorems benotigen wir die Baker-Campbell-Hausdorff Formel oder auch
BCH-Formel. Da das doch eine ziemlich wichtige Formel ist, schreiben wir sie in ein
eigenstandiges Theorem:

Theorem 3.2.3 (BCH-Formel): Es seien A und B zwei Operatoren oder Matrizen und
der Kommutator [A, B] sei wie iiblich definiert durch

[A,B] = AB — BA

Dann gilt:



a) BCH-Formel, einfache Version: Ist?
(4,148 = [B.AB)] = 0
dann gilt die Formel

A+B

_1
e = teBe2lAB

b) Im allgemeinen Fall gilt fiir hinreichend kleines ¢

oA 1B JHA+B) + 5148 + {14, [AB)] + [14,B],B] } + 0(th)

Beweis: Ubungsblatt 10. 1

Beweis Theorem 3.2.2: a) Wir erinnern uns zunéchst an die Taylorreihe einer Funktion
f R — R, sie ist gegeben durch

fla+h) = fl@) + fla)h + E2p2 4 @ps o

Also konnen wir schreiben

ho(€ — &) = (e *ehy) ()

Aus den Definitionen von a und a™ folgt

E = \/Li (a—a™) (20)
Mit der BCH-Formel, einfache Version,

A+B

_1
e = eteBe2lAT

bekommen wir dann, wenn wir die Abkiirzung ¢ := &,/v/2 benutzen,

_£nd £0 (qt+_ +
e fodg — 6\/5((1 a‘) — ec(a —a)
1
_ eca"" eca —%[ca™,—ca]
cat _—ca +£ [at,q]
= (& (& (& 2 ’

[

_c

< +
:€Qeca€ca

2das gilt zum Beispiel immer, wenn [A, B] = 1 ist wie bei den @ und a® mit [a,a™] =1



Wegen

haben wir fiir beliebiges A
eMhy = ho
so dass wir das ho(§ — &) folgendermassen schreiben konnen:
ho(€ &) = (¢ @%ho)(©)

(eca"" e—ca hO )(g)
(e“"ho )(E) -

N‘OM

_= e_

o}
v|%

Damit ist der Teil (a) bewiesen. Teil (b) erhalten wir dann durch Entwicklung der e-Funktion
in dem e . Mit der Definition der h,’s aus (16) bekommen wir dann

Tell( 2

ho(€§ — &o) e (e ho )( )(€)

(
S

- {if G ho}@)
A

und das Theorem 3.2.2 ist bewiesen. W

Zeitevolution von v,

Damit konnen wir jetzt die Zeitevolution von 1y angeben. Das 1)y, den Anfangszustand,
hatten wir in (11) und (19) definiert durch

Yo(z) = \/Lgho(g—fo)

Die Entwicklung nach Eigenfunktionen sieht dann also folgendermassen aus:

Vigo(z) = ho(€—&) = e = Z\;—% ha (€

n=0



so dass die Zeitevolution gegeben ist durch

(M)

Vig(e) = e 7 Y o emifl by (¢)

n=0 -
C2 > n .
SKa D T
n=>0 .
= efz%t efé Zﬂ p—iwnt { (a)™ h }(g)
n! N 0
n=0
w c2 > —iw n
= eTe { > ho}@)
n=0
_jwt _2 e~ wtog+
= e ez (e ho ) (€) (21)
Jetzt setzen wir
c = e ™

und wenden noch einmal den Teil (a) aus dem Theorem 3.2.2 an. Wir stellen die Formel
etwas um und schreiben sie folgendermassen:

(¢ ho )(€) = hol€ —V2c) =

Damit bekommen wir dann

(eefmtc,ﬁho )(5) _ (GCta+h0 )(f) _ ho(f . \/§Ct) e+§

Das konnen wir in (21) einsetzen und erhalten

- wt c2
Vig(z) = e e 7 (e hy )(€)
- wt 2 C%
= 7% 7T ho(E —V2¢) et T
2 o €2
— e e (€ — e Mig)

Wt — 2wt £

ho(€ — e7"&)

Damit konnen wir jetzt die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢;(x)|* berechnen: Wir haben
2 —jut (e’%‘*’t—l)ﬁ —iwt
()" = |e" = e + ho(§ — &)

:

(672iwt_1)€(2)

i 2
= |e T ho(& —eT) ‘

—isin(2 t)ﬁ [cos(2 t)—l]ﬁ —twt 2
— e 18 w 2 eCOb %) 2 ho(g_e w 50) )

cos(2wt)— S —iw 2
st | (e - gy |



Das hg war gegeben durch

ho(§) = “re =

Also bekommen wir

cos(2wt)— ﬁ —iw 2
C(z))? = eleost) 9« ]ho(é—e t§0)|

2 .
— \/1; e[COS(th)—l}%) < e_é(g_e—zwt50)2 |2
2
— \/1; e[cos(2wt)fl}§70 X | 67(52*23_im£§0+6_2mt£g) ‘

e[“’s@“t)’”% X ei£2| g2 ek | X ‘6*6_2“%3 ‘

|
S

e[cos(Zwt)fl}é % 6752 eZCOS(u)&)fég % efcos(2wt)£3

|
S

_ Lﬂ-ef[cos@wt)+l]§ % 6752 eZcos(wt){&g

Mit der trigonometrischen Identitat
cos(2wt) +1 = 2cos?(wt)

erhalten wir schliesslich

=]}

e—[cos(Zwt)+1]§ % 6—52 eQCos(wt)ffo

v}

th(m)F =

S

6—0052(wt)§(2) % 6—52 e?cos(wt)ffo

|
S

_ \/L?re—[{—cos(wt)foP

und damit, wenn wir die £’s wieder durch x’s ersetzen,

[z — cos(wt)zq ]2

(@) = me 2

Daraus folgt dann sofort

(1) = [paly(@))Pde = x cos(wt)

und das ist also exakt identisch mit dem klassischen Resultat. Beim anharmonischen Oszil-
lator werden wir dann sehen, dass es das Phanomen von Collapse und Revivals gibt, und
das ist dann ein rein quantenmechanisches Phianomen, man sieht es nicht beim klassischen
anharmonischen Oszillator.



