
I Mechanik

1 Elementare Newtonsche Mechanik

Die Newtonschen Axiome sind die Grundlage für die Messung der Masse und der
Kraft. Darüber hinaus bestimmen sie die Dynamik (Zeitabhängigkeit) der Bewe-
gung eines Massenpunkts. Aus Newtons 2. Axiom folgen die Bilanzgleichungen für
den Impuls, den Drehimpuls und die Energie. Die Bewegungsgleichungen können
für ein System aus N Massenpunkten verallgemeinert werden.

Die Physiker benutzen bevorzugt Inertialsysteme als Bezugssysteme. Die New-
tonschen Axiome (ebenso wie andere Grundgleichungen der Physik, etwa die Max-
wellgleichungen oder die Schrödingergleichung) gelten nur in Inertialsystemen. Im
Rahmen der Newtonschen Mechanik vermitteln die Galileitransformationen zwi-
schen verschiedenen Inertialsystemen. In Nicht-Inertialsystemen haben die Bewe-
gungsgleichungen eine kompliziertere Form.

Ein Massenpunkt ist ein Körper, für dessen Bewegung nur sein Ort relevant oder
von Interesse ist; Beispiele sind die Erde im Keplerproblem oder ein Alphateil-
chen bei der Rutherfordstreuung. Die Bewegung des Massenpunkts wird durch eine
Bahnkurve

r(t) = x(t) ex + y(t) ey + z(t) ez (1.1)

beschrieben. Als Bezugssystem wurde hier ein kartesisches Koordinatensystem ver-
wendet. Den Koordinaten x, y und z entsprechen Längen; eine geeignete Uhr de-
finiert die Zeitkoordinate t . Aus der Bahnkurve folgen die Geschwindigkeit v =
dr/dt = ṙ und die Beschleunigung a = d2r/dt2 = r̈ .

Newtons 1. Axiom (auch lex prima genannt) bezieht sich auf die Bezugssysteme
(BS):

1. Axiom: Es gibt BS, in denen die kräftefreie Bewegung
durch ṙ(t) = v = const. beschrieben wird.

(1.2)

Die so spezifizierten, bevorzugten BS heißen Inertialsysteme (IS). Experimentell
zeichnen sich die IS durch das Fehlen von Trägheitskräften (zum Beispiel Zentri-
fugalkraft) aus. Inertialsysteme sind Bezugssysteme, die gegenüber dem Fixstern-
himmel ruhen, oder die sich relativ zu den Fixsternen mit konstanter Geschwindig-
keit bewegen. Eine Begründung für diesen Zusammenhang wird aber weder in der
Newtonschen noch in der relativistischen Mechanik (Kapitel 9) gegeben.
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Newtons 2. Axiom (auch lex secunda genannt) beschreibt die Bewegung unter
dem Einfluss einer Kraft:

m r̈ = F (2. Axiom) (1.3)

Hierdurch wird die Masse als eine dem betrachteten Körper zugeordnete Eigen-
schaft eingeführt. Die linke Seite kann alternativ als ma oder als dp/dt mit dem
Impuls p = m v geschrieben werden. Newtons 2. Axiom beinhaltet (i) die Definiti-
on der Masse, (ii) die Definition der Kraft und (iii) eine physikalische Aussage über
die Bewegung.

Wir erläutern die Definition der Masse und der Kraft als Messgrößen. Eine be-
stimmte, in ihrer Größe unbekannte Kraft wirke auf zwei Körper 1 und 2. Wir mes-
sen die Beschleunigungen a1 und a2, die durch die Kraft hervorgerufen werden.
Nach (1.3) ist das Verhältnis m1/m2 durch a2/a1 gegeben; damit ist m1/m2 als
Messgröße festgelegt. Wir definieren nun willkürlich die Masse eines bestimmten
Körpers als 1 Masseneinheit, konkret das Kilogramm (kg). Aus (1.3) folgen dann
die Messung der Kraft, und ihre Einheit, 1 Newton = 1 N = 1 kg m/s2.

Die Masse im 2. Axiom ist die träge Masse. Ein anderer Massenbegriff ist die
schwere Masse, die proportional zur Stärke der Gravitationskraft auf einen Körper
ist. Experimentell stellt sich aber heraus, dass das Verhältnis von träger zu schwerer
Masse immer gleich groß ist (mit einer relativen Genauigkeit bis zu 10−12). Daher
verzichtet man in den Gleichungen zumeist auf eine solche Unterscheidung.

Das 2. Axiom ist nicht nur eine Definitionsgleichung für die Masse und die
Kraft. Vielmehr ist es auch ein physikalisches Gesetz über die Dynamik. Dieses
Gesetz kann auch falsch sein, dies ist zum Beispiel für hohe Geschwindigkeiten
(nahe Lichtgeschwindigkeit) der Fall.

Newtons 3. Axiom (auch lex tertia genannt) lautet: Der Kraft, mit der die Um-
gebung auf einen Massenpunkt wirkt, entspricht stets eine gleich große, entgegen-
gesetzte Kraft, mit der der Massenpunkt auf seine Umgebung wirkt. Für die Kräfte,
die zwei Massenpunkte aufeinander ausüben, bedeutet das

F 12 = −F 21 (3. Axiom) (1.4)

Hierbei ist F 12 die Kraft, die auf den Körper 1 wirkt.
Für einige Ableitungen schränken wir die möglichen Kräfte durch zwei zusätz-

liche Bedingungen ein. Die erste Einschränkung verlangt, dass die Kräfte zwischen
zwei Körpern parallel oder antiparallel zur Verbindungslinie sind:

(r1 − r2)× F 12 = 0 (1. Zusatz) (1.5)

Dies gilt zum Beispiel nicht für die magnetischen Kräfte zwischen geladenen, be-
wegten Teilchen. Der 2. Zusatz beinhaltet das Superpositionsprinzip der Kräfte:

F =∑ i F i (2. Zusatz) (1.6)

Der 2. Zusatz könnte für elektrische Kräfte in einem polarisierbaren Medium ver-
letzt sein. Beide Zusätze sind zum Beispiel erfüllt für (Newtonsche) Gravitations-
kräfte im Sonnensystem.
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Wenn wir uns auf Kräfte beschränken, die nur von dem Ort und der Geschwin-
digkeit des Teilchens und von der Zeit abhängen, dann lautet die Bewegungsglei-
chung

m r̈(t) = F (r(t), ṙ(t), t) (1.7)

Dies ist eine Differenzialgleichung 2. Ordnung. Ihre Lösung enthält daher für jede
Koordinate zwei Integrationskonstanten. Die Integrationskonstanten können durch
Anfangsbedingungen (etwa für r(t) und ṙ(t)) festgelegt werden.

Der eindimensionale Spezialfall

m ẍ(t) = F(x(t)) (1.8)

lässt sich leicht integrieren:

t − t0 =
∫ x

x0

dx ′√
2[E − U(x ′)]/m

(1.9)

Hierbei wurde das Potenzial U(x) = − ∫ dx F (x)+ const. eingeführt. Die Integra-
tionskonstanten sind x0 und E.

Drehimpuls, Arbeit, Potenzial

Wenn man Newtons 2. Axiom vektoriell mit r(t) multipliziert, erhält man die Be-
wegungsgleichung

d�

dt
= M (1.10)

für den Drehimpuls � = r(t) × p(t) = r × (m ṙ) des Teilchens. Auf der rechten
Seite steht das auf das Teilchen wirkende Drehmoment M = r × F . Der Dreh-
impuls und das Drehmoment beziehen sich beide auf den Ursprung des gewählten
Inertialsystems.

Für eine Zentralkraft F ‖ ±r ist � konstant. Daher können wir die z-Achse
des Inertialsystems in Richtung von � legen. Die Bewegung verläuft dann in der
x-y-Ebene, und wir können den Betrag des Drehimpulses in Polarkoordinaten aus-
drücken:

�

m
= ρ2 ϕ̇ = 2

dA

dt
= const. für Zentralkraft (1.11)

Dies ist der sogenannte Flächensatz: Die vom Fahrstrahl pro Zeitintervall dt über-
strichene Fläche dA = ρ2 dϕ/2 ist konstant.

Wenn ein Teilchen sich auf dem Weg C von r1 nach r2 unter dem Einfluss einer
Kraft F bewegt, dann wird an ihm die Arbeit

W =
∫
C

dW =
∫ r2

r1,C
dr · F (r) (1.12)

geleistet. Die Arbeit wird in Joule (J = N m) gemessen. Die Leistung P = dW/dt

wird in Watt (W = J/s) gemessen.
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Kräfte, die sich in der Form

Fkons · ṙ = − dU(r)

dt
(1.13)

schreiben lassen, heißen konservativ. Kräfte, die sich nicht so schreiben lassen,
heißen dissipativ. Damit können wir jede Kraft so aufteilen, F = Fkons + Fdiss.
Wir setzen diese Aufteilung in das 2. Newtonsche Axiom ein und multiplizieren die
Gleichung skalar mit ṙ . Damit erhalten wir

d

dt

(
m ṙ2

2
+ U(r)

)
= Fdiss · ṙ (1.14)

Dies ist eine Energiebilanzgleichung mit der kinetischen Energie T = m ṙ2/2 und
der potenziellen Energie U(r). Das Standardbeispiel für die dissipative Kraft ist die
Reibungskraft Fdiss = −γ ṙ . Sie führt zu einer Abnahme der Energie E = T + U

des Teilchens.
Für eine konservative Kraft der Form F (r) = − gradU(r) kann das Potenzial

U(r) aus

U(r)− U(r0) = −W = −
∫ r

r0

dr ′ · F (r ′) (1.15)

berechnet werden. Der Ausgangs- oder Bezugspunkt r0 ist dabei beliebig; das Po-
tenzial ist nur bis auf eine Konstante (hier U(r0)) festgelegt. Der Wert des Integrals 
ist unabhängig vom Weg zwischen r0 und r .

1.4 Schwingungsperiode eines anharmonischen Oszillators

Ein Körper der Masse m bewege sich im Potenzial

U(x) = f

2
x2 + αx4

Berechnen Sie die Periode T der Schwingung für den leicht anharmonischen Fall
(für αE � f 2, wobei E die Energie ist).

Anleitung: Verwenden Sie die Substitution sin2ϕ = U(x)/E und drücken Sie x
und dx in Abhängigkeit von ϕ bis zur 1. Ordnung in α aus.

T = 2
x1

dx√
2[E − U(x)]/m

=

Lösung: Aus (1.9) folgt für die Schwingungsdauer∫ x2
√

2m

E

∫ x2

x1

dx√
1− U(x)/E

(1.29)

Hierbei sind x1 und x2 die Umkehrpunkte, bei denen E = U(xi) gilt. Die Substitution
sin2ϕ = U(x)/E bedeutet

(1.30)αx4 + f x2/2− E sin2ϕ = 0

Dies ist eine quadratische Gleichung für x2 mit der Lösung

x2 = f

4α

(
−1±

√(
1 + 16αE sin2ϕ/f 2

) ) ≈ 2E

f
sin2ϕ

(
1 − 4αE

f 2
sin2ϕ

)
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Wegen x2 ≥ 0 macht nur das Pluszeichen vor der Wurzel Sinn. Im letzten Ausdruck wurde
die Bedingung αE � f 2 benutzt. Für die Variable x erhalten wir damit die Substitutions-
gleichungen

x ≈
√

2E

f
sin ϕ

(
1 − 2αE

f 2
sin2ϕ

)
und dx ≈

√
2E

f
cos ϕ dϕ

(
1 − 6αE

f 2
sin2ϕ

)

Der Cosinus in dx kürzt sich im Integral (1.29) gegen
√

1 U/E. Die Umkehrpunkte xi
sind durch E = U(xi) oder sin2ϕi = 1 gegeben; sie liegen

−
demnach bei ϕi = ±π/2. Damit

erhalten wir

T = 2
√
m

f

∫
π/2

dϕ

(
1 − 6αE

f 2
sin2ϕ

)
= 2π

√
m

f

(
1 − 3αE

f 2

)
Für α = 0 ist dies das bekannte Ergebnis des harmonischen Oszillators. Für α > 0 ist das
Potenzial steiler, und T ist kleiner. Für α < 0 ist das Potenzial flacher, und T ist größer. We-
gen E ≈ f x1

2/2 kann der Korrekturterm auch durch die Amplitude x1 ausgedrückt werden.
Die Bedingung αE � f 2 bedeutet daher eine Beschränkung auf kleine Auslenkungen.
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l

x

Als Beispiel für anharmonische Korrekturen betrachten wir
ein Fadenpendel. Für die potenzielle Energie gilt

U(x) = mg l

(
1−

√
1− x2

l2

)
≈ mg

2 l
x +2 mg

8 l3
x4

Mit f = mg/l und α = mg/(8l3) führt das zur Aufgaben-
stellung. Damit ist die Schwingungsperiode

T = 2π

√
l

g

(
1− 3 x1

2

16 l2

)

Für l = 1 m führt die relativ große maximale Auslenkung x1 = 0.5 m zu einer Korrektur 
von 4.7 %.

-π/2
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