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aa+ = 1
2

(
ξ + d

dξ

)(
ξ − d

dξ

)
= 1

2

{
ξ2 − d2

dξ2
− ξ d

dξ
+ d

dξ
ξ
}

= 1
2

{
ξ2 − d2

dξ2
− ξ d

dξ
+ 1 + ξ d

dξ

}
= 1

2

{
ξ2 − d2

dξ2
+ 1

}
a+a = 1

2

(
ξ − d

dξ

)(
ξ + d

dξ

)
= 1

2

{
ξ2 − d2

dξ2
+ ξ d

dξ
− d

dξ
ξ
}

= 1
2

{
ξ2 − d2

dξ2
+ ξ d

dξ
− 1 − ξ d

dξ

}
= 1

2

{
ξ2 − d2

dξ2
− 1

}
und damit

[a, a+] = aa+ − a+a

= 1
2

{
ξ2 − d2

dξ2
+ 1

}
− 1

2

{
ξ2 − d2

dξ2
− 1

}
= 1

2
+ 1

2
= 1

b) Beweis mit Induktion: Für n = 1 reduziert sich die Aussage auf Teil (a). Die Formel gelte
für n,
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und die Formel ist auch für n+ 1 bewiesen.



c) Mit der Definition
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d) Mit dem Skalarprodukt1
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wobei wir also bei der partiellen Integration benutzt haben, dass die Funktionen f und g im
Unendlichen verschwinden, so dass die Randterme 0 sind. Damit bekommen wir für Indizes
m,n mit, sagen wir, m ≥ n:
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1die komplexe Konjugation im 2.Argument, bei dem g, könnten wir an dieser Stelle auch weglassen, da die
hn’s alle reell sind; quantenmechanische Wellenfunktionen sind aber typischerweise komplexe Funktionen
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f) Wegen
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Für n = 0 ist Formel (3) offensichtlich korrekt, es ist H0(ξ) = 1. Formel (3) gelte für n. Dann:
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wobei wir in der letzten Zeile die Rekursionsgleichung für die Hermite-Polynome

Hn+1(ξ) := 2ξ Hn(ξ) − H ′n(ξ)

benutzt haben. Damit ist auch der Teil (f) bewiesen.


