Hochschule RheinMain SS 2020
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen zum 7. I"Jbungsblatt
Dynamik der Teilchen und Felder

1.Aufgabe: a) Die verallgemeinerten Impulse p; sind definiert durch

_ OL
Pj = %y (1)
Mit der Lagrange-Funktion
L =127 = %{7"2 +r2gb281n20+r292} (2)
erhalten wir dann also:
Pp = g—{; = mr?sin®6 ¢ (3)
pe = % = mr2é

b) Nach Definition ist

f
H = Zpi% - L
i=1
In unserem Fall haben wir also
H = pi 40,0+ = 2 {7 + r2%sin?0 + 1% }
= mr? + mr?@?sin?0 + mr?0? — %{7;2 + r2p%sin? 6 + T292}
= %{7"2 + r’¢?sin’ 60 + 7’20'2}
2 2

2
— pr p4/3 Py
~ 2m + 2mr2 sin? 0 +

r;

= ﬁ{pg + r2sin2 0 + f_g} = H(ﬁ%eapr;pwpe)

c) Die Hamiltonschen Gleichungen lauten

G = G5 (4)
B = — o (5)
Wir haben

OH  _  pr

Opr m

oOH __ p

dpy  mr? :in2 0 <6)
OH __ Po

Ope mr2



und

2
o 1 Py 2
or mr3{sin29 + p@}
oOH __
% = 0 (7)
OH pi cos @
80 —  mr2sin30

Also bekommen wir die Gleichungen

=
gb - mr2p;n29 (8)
)=
und

: 1 Py 2

br = +mr3 sin? 0 + Py

pso =0 (9)

. 2 6

Po =+ iz

d) Die Gleichungen (8) sind dquivalent zu den Definitionen der verallgemeinerten Impulse in
(3). Diese Definitionen setzen wir auf der linken und der rechten Seite von (9) ein und wir
sollten dann die Bewegungsgleichungen

(e}

P— re?sin?0 — rf? =
L{rpsin’0} = 0 (10)
%{ﬂé} — r2p?sinfcosf =

bekommen. Aus der ersten Gleichung von (9) erhalten wir

2

mit =+ {5+ p )
_ 1 (mr? sin? 0 p)? 27\2
= + {f + (mr?0) }

mr3 sin® 6

- 4 mr{ (sin? 0 ¢)? + ‘92}

sin? 6

oder
i — r{sin®0¢® + 60°} = 0 (11)
und das ist dquivalent zur ersten Gleichung in (10). Die zweite Gleichung von (9) ist
dfmrisin®fp} = 0 (12)

und das ist offensichtlich dquivalent zur zweiten Gleichung in (10). Und die dritte Gleichung
von (9) ist
cos 6

d 2/ _ 2
E{mre} - +mr2sin§9p80

= 4+ P (mr?sin®0 @)2

mr2 sin® 0

= mr?cosfsinf $? (13)



und das ist offensichtlich dquivalent zur letzten Gleichung in (10).

2.Aufgabe: Beweisen Sie das Theorem 3.1.3 aus der Vorlesung, aus dem week7.pdf, das
war die folgende Aussage: Es sei L =T — V die Lagrange-Funktion eines mechanischen
Systems und die kinetische Energie T" und die potentielle Energie V' seien von der Form

f
T =T(q,q) = Z didr tie(q) (14)

J,k=1

mit ¢;:(q) = tx;(¢) und die potentielle Energie hinge nur von den ¢’s ab, aber nicht von den
g. Also

Vo= V(g = Vig, - ,q5) (15)

Dann gilt: Die Hamilton-Funktion H ist gegeben durch die Gesamtenergie, es ist

H=T+V. (16)

Beweis: Die verallgemeinerten Impulse p, sind gegeben durch

/
oL _ 0 f<h
Pi= %4 ~ 86]1‘{ = G tsela) - V(Q)}

/ / /
. . tii(q)=ti;(q) .

= Y aetile) + D _ditile) — 0 =TT 2Y getulq) (A7)
k=1 7=1 k=1

Damit bekommen wir

f f f
Zpi G = Z { 2 drtalg) }Qz (18)

1=1 k=1
f
= 2 Gigntule) = 27T (19)
ik=1
Also:
f
H =Y pg — L =2T - (T-V) =T+V (20)
=1

und das Theorem ist bewiesen. W



