Hochschule RheinMain SS 2020
Prof. Dr. D. Lehmann

Losungen zum 5. I"Jbungsblatt
Dynamik der Teilchen und Felder

1.Aufgabe: In dieser Aufgabe wollen wir das Lemma 2.2.3 aus dem week5.pdf beweisen.
Die Aussage war folgende: Es sei A eine beliebige reelle oder komplexe n x n Matrix und €2
sei eine n X n Matrix mit

0 = A (1)

Weiter bezeichne Id die n x n Einheitsmatrix. Dann gilt!

0 Id B cos(Qt)  sin(Q) Q71
P { t (—A 0 ) } N (— sin(Qt) 2 cos(Q2t) (2)
wobei die n x n Matrizen cos(2t) und sin(£2¢) tiber die Potenzreihenentwicklungen der Sinus-
und Cosinus-Funktion definiert sind.

Beweis: Wir haben

so dass

und

()™ = e (8 - or (Y

Mit A = Q? kénnen wir schreiben

(27 = cr (B ) o)

0 Id\*" _ Ce( O o
—A 0 _QQk—i—Z 0

= e (T ) (5 ) (@)

es sei also vorausgesetzt, dass Q! existiert

und
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Damit bekommen wir also

0 Id 2t 0 Id\"
ol (L5} = S o)

00 t2k <0 Id> . 00 $2k+1 <0 ]d)2k+1
= ( (2h)! = (2k+ 1) —4 0

(34) — t% 0% 0

k=0

e t2k+1 Q2k+1 0 0 Qfl
k
+ EO 2]€+1 < 0 QQk—H) <—Q 0 )

- (COSE)Qt> Cos(()Qt)) * <Sing)m> sin?Qt)) (—OQ Q(T)

cos(Qt)  sin(Q) Q!
N (— sin(Qt)Q  cos() )

und das Lemma ist bewiesen. W
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2.Aufgabe: a) Fiir m; = 0 erhalten wir das System

bipr + Loy + g1 = 0 (5)
Upr + Lo + gpa = 0 (6)

Subtrahieren wir etwa (6) von (5) bekommen wir
ger — gyp2 = 0

oder

Pre = P2t (7)
fir alle t > 0. Damit haben wir auch

Prp = Pag
und wenn wir das in (6) einsetzen, bekommen wir

(b +L2)P2 + gpa = 0 (8)

also ein harmonisches Fadenpendel mit Pendellange ¢, + ¢ und Kreisfrequenz

2 g
Yoo T T, (9)

Die allgemeine Losung haben wir bereits in der 2. Aufgabe von Ubungsblatt 3 bestimmt, sie
lautet

02(t) = o cos(wot) + %‘) sin(wot) . (10)



b) Fiir den Fall

bekommen wir das System

mit den Matrizen

Es ist

Wir berechnen die Eigenwerte:
2—X\ -1 !
det<_2 2_)\) = 2-N? =2 = X -4\ +2 =0

und wir bekommen
Ae = 24+V4-2 = 2442

Die Eigenvektoren sind gegeben durch

()5

und wir fassen sie wieder in der Matrix B zusammen,

- = -1 +1
Wir haben dann

oder

(13)



mit den Eigenfrequenzen

Das €2 bekommen wir wie in der Vorlesung,
. W 0 W 0 -1
A_B<O w_><0 w_>B
— p(v Y)\pip(vr U)p
0 w- 0 w_

also
Q = B(‘”+ O)Bl .
0 w-
Die allgemeine Losung hatten wir in week5.pdf angegeben, sie lautete

(Sal’t) = cos(Qt) ((‘01’0> + sin(Qt) Q7* (?1’(])
P2t ©2,0 ©2,0
mit dem Matrizen

cos(Qf) = B(COS((;”*t) COS((LJ)) B!

0 sin(w_t

sin(Qf) — B(S’m(“’+t> y )) B!

Das B ist in Gleichung (13) explizit gegeben, wir geben noch das B~! an:

o= o )

Die Matrix-Produkte berechnen wir dann in Teil (c).

c) Nach Voraussetzung ist @19 = 20 = 0, also ergibt sich aus der Gleichung (17)

Pt ©1,0 /36
’ = Qt ’ = Qt
(%02,t) cos({21) (902,0) cos(€2t) ( 0 )
mit der Matrix

cos(Q) = B(COS((‘)"”) COS(SM)) B

_% (\_/% \%) (COS(SU o cos((c)u_t)) (_@ 4

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)



Da wir das Resultat mit dem Vektor (7/36,0) multiplizieren miissen, brauchen wir nur die
erste Spalte, also

cos(Qt) = —— (—1 +1) (+ﬁcos<w+t> _cosw))

22 \W2 V2) \—v2cos(w_t) —cos(w_t)

1 —v/2[cos(w, t) 4 cos(w_t)] *

2/2 2[cos(wyt) — cos(w_t)] *

Wir bekommen dann

(W) ot <7r/36) 1 <—\/§[cos(w+t)+c0s(wt)]> i

P2t 0 22 2[ cos(wyt) — cos(w_t) ] 36
oder
1 = 25 [cos(wst) + cos(w_t)] (22)
Var = —/2 = [cos(wit) — cos(w_t) | (23)

mit den Frequenzen

wi = vy — \/%\/Zi\/ﬁ — VOB \/24+ V2 sec!

und den folgenden numerischen Werten:

wy = 57957

w. = 240s7!
v, = 092s7!
v. = 038s! .

Die Losungen (22) und (23) sind in dem Excel-Sheet Loesungb-Aufg2c.xlsx geplottet.



