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1.Aufgabe: a) Die Formel
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liefert für den Fall m = 2:
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}
= (a+)2 + 2 a+a + a2 + 1

1= [a,a+]
= (a+)2 + 2 a+a + a2 + aa+ − a+a

= (a+)2 + a+a + aa+ + a2

und das ist offensichtlich korrekt.

b) Für m = 4 erhalten wir
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}
+ 3 × 1

= (a+)4 + 4(a+)3a + 6(a+)2a2 + 4a+a3 + a4

+ 6(a+)2 + 12a+a + 6a2 + 3 .

c) Mit n̂ := a+a bekommen wir aus Teil (b)

(a+ + a)4 = (a+)4 + 4(a+)3a + 6(a+)2a2 + 4a+a3 + a4

+ 6(a+)2 + 12a+a + 6a2 + 3

= (a+)4 + 4(a+)2 n̂ + 6 a+ n̂ a + 4 n̂a2 + a4

+ 6(a+)2 + 12 n̂ + 6 a2 + 3

Nun gilt für beliebiges n

n̂ a hn = a (n̂− 1)hn

Also ist

a+ n̂ a = a+a (n̂− 1) = n̂ (n̂− 1)

und damit

(a+ + a)4 = (a+)4 + 4(a+)2 n̂ + 6 a+ n̂ a + 4 n̂a2 + a4

+ 6(a+)2 + 12 n̂ + 6 a2 + 3

= (a+)4 + 4(a+)2 n̂ + 6 n̂ (n̂− 1) + 4 n̂a2 + a4

+ 6(a+)2 + 12 n̂ + 6 a2 + 3

= (a+)4 + (a+)2(4n̂ + 6) + 6 n̂ (n̂− 1) + (4n̂ + 6)a2 + a4 + 12 n̂ + 3

= (a+)4 + (a+)2(4n̂ + 6) + (4n̂ + 6)a2 + a4 + 6 n̂ (n̂ + 1) + 3

Berücksichtigen wir noch, dass

n̂ a2 hn = a2 (n̂− 2)hn

für beliebige hn’s gilt, erhalten wir dann die Formel aus Teil (c),

(a++ a)4 = (a+)4 + (a+)2 (4n̂ + 6) + a2 (4n̂− 2) + a4 + 6 n̂ (n̂ + 1) + 3 .


