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Dynamik der Teilchen und Felder

1.Aufgabe: Die Gleichung (1.8) ist
(1)

wobei die Kraft ' gegeben ist durch

d
F = U = -%¢
mit dem Potenzial U = U(z). Wir multiplizieren (1) mit :
mii = Fi = —%jg (2)

Die linke und die rechte Seite von (2) kann man als Ableitungen nach der Zeit schreiben:

a{mE) = —2{u@®)}

2

oder
G+ U@)} = 0 (3)

Aus Gleichung (3) folgt, dass die Grosse in den geschweiften Klammern, die Gesamt-Energie,

zeitlich konstant sein muss. Also
E = mfz + U(z(t)) = konstant (4)
Gleichung (4) kénnen wir nach & auflésen:
B(t) = \/%[E-U(2)] (5)
Wegen
Po= G

erhalten wir aus (5)
dz

wlE = U(x)]

und wenn wir das dann integrieren
(6)

ot dx —
/IO VB —U(z)] o

Gleichung (6) stimmt tiberein mit Gleichung (1.9) aus week1.pdf




2.Aufgabe: Nach Annahme haben wir
Erde = Kg(0) := {ZeR’|||Z| <R}
mit Kz(0) die Kugel mit Radius R um den Ursprung. Wir miissen berechnen
F@) = k / 4P f_—fl
Kr(0) |7 — 21 ||
mit der Konstanten
ko= —Gmpguae
Es sei D € SO(3) eine beliebige Drehmatrix. Insbesondere gilt also

DT = D!
detD = 1

und || D] = ||7]| fiir alle 4 € R3. Damit bekommen wir

—» Dz — 1,
F(DZ k/ dPry —————
(D7) o) DE— TP

#1=Di : D — Dy
Kr(0) |DZ — Dyl?

ot D= Di — Dy
wrt [, DEDT
Kr(0) 17 — ¥

also

und damit auch
|F(DD)| = |DF@) = [IF@)|

fiir jede Drehmatrix D € SO(3). Wir legen jetzt & auf die positive z-Achse,

mit r = ||Z]| . Fiir die Integration wahlen wir Kugelkoordinaten,

cos ¢ sin 6
y = p|singsind
cos

mit

(10)



und
Py = p’sinfdpdpdd .
Dann haben wir
|1Z— 7> = p®cos®psin®d + p*sin® psin®f + (r — pcosh)?
= p’sin®6 + (r — pcosf)?
= p*sin?0 + r? — 2rpcosf + p?cos®
= p* 4+ 1% — 2rpcosf
und wir miissen folgendes Integral berechnen:
F@) = k / &y #
Kr(0) |7 —9?
—pcos psinf

—psin psin 6
r — pcosf

R 1 —pfo dy cos psin
= k‘/ dp p* / df sin 6 pfo dp sin ¢ sin 0
0

1
p? + 12 — 2rpcosf)3/?

dp p? d@ st/ dgo(
0

2 _ 9 0)3/2
(p* +r rpcost) 27(r — pcos®)

1 0 0
d@ sin 6 0 =:
2 _ 3/2
(p* + 7 2rpcos )% 27t(r — pcos ) F(r)

mit
r — pcost
(p2 + 12 — 2rpcosf)3/?

R T
F(r) = 27?1{:/ dpp2/ df sin 6
0 0

Wegen

d 1 B 1 2r — 2pcosf
%{ (p? + 12 — 2rpcosf)1/2 } T 2 (p® + 12 = 2rpcosf)3?
r — pcost
(P + 2 = 2rpcos )3

konnen wir Gleichung (11) auch folgendermassen schreiben:

1
F(r) = —27T]€/ dpp/d931n9—{ (02 —|—r2—2rpC089)1/2}

1
= 21k — dp p? df sin 6
i dr{/o PP /0 i (p? + 12 — 2rpcosh)l/? }

d
= —2nk e I(r) (12)




mit dem Integral

R s 1
I = ? i
(r) /0 dpp /0 df sin 6 (p® + r2 — 2rpcosf)1/?

0 R 9 ! 1
= d d
R e e T

R ) 1 1
= d d
R KT

= / dp p’ (0 +r* = 2rpu)?|
0 —2rp

u=—1

u=1

u=-—1

1 R
= - ;/ dpp (0> + r* = 2rpu)'/?
0

1 R
= - ;/ dpp {(p2 + 2 = 22p)? — (Pt 2rp)1/2}
0

1 R
= 3 [ der{ir=sl — Il
" Jo

1 R
= o [dop (el = -}
" Jo

p<R<r 1 (R
= ;/ dpp{r+p—(r—p)}
0
I 1 2R3
= — [ dp2p® = - =~ 13
r/o pep ro3 (13)
Gleichung (13) eingesetzt in (12) liefert
F(r) 21k d I(r)
r) = 2wk — I(r
dr
B 1 47R3
T2 3
®) 1 47 R3
= -G rde 5
m Pgrd 23
M
= —Gmﬁ (14)

Wir haben hier ein Minuszeichen, da wir das F(r) nicht als den Betrag von F' definiert hatten,
sondern einfach als die z-Komponente von F'.

b) Mit r = R+ h und h < R haben wir dann noch
1 1 1 1

2 (R+h)?2 R (1+¢)?
mit € := h/R. Wegen

= l-e4e®—*+--)
= 1-2 + O

folgt dann die Behauptung.



Bemerkung: Sowas sollen Sie dann natiirlich nicht in der Klausur machen; am Ende der

Veranstaltung wird es noch eine Probe-Klausur geben, also nur so zur Info, so dass Sie also
einen groben Eindruck bekommen, wie das dann aussieht.

3.Aufgabe: Die Niherungsformeln fiir 22, fiir  und fiir do erhilt man jeweils durch
Anwenden der Taylorentwicklung erster Ordnung auf die Funktionen

fule) = VIEE
Allgemein gilt
Fath) = f@) o+ PR AR @R @R+
T )+ s
Insbesondere
f6) = SO + IO + O)
Wegen
L) = e
L) = +3

hat man fiir kleine ¢ < 1 also die Naherungsformeln

vVid+e =1+
vVli—-¢e =1 —

olo Nm



