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Probe-Klausur zur Vorlesung
Dynamik der Teilchen und Felder
(MathematikerInnen, 2 Stunden)

Gesundheitserklärung: Hiermit erkläre ich, dass ich nach eigenem Empfinden gesund bin und ins-

besondere keine Symptome für einen Atemwegsinfekt oder eine COVID-19-Erkrankung aufweise (z.B.

Husten, Halsschmerzen, Fieber, Durchfall, plötzlicher Verlust des Geruchs- oder Geschmackssinns).

Zugelassene Hilfsmittel: 2 beidseitig beschriebene DIN A4 Blätter, eine Formelsammlung und
ein einfacher Taschenrechner

Bevor Sie beginnen: Bitte geben Sie Ihre elektronischen Kommunikationsgeräte vorne ab. Wenn

während der Klausur etwa ein Mobil-Telefon benutzt wird, muss die Klausur als nicht bestanden

gewertet werden.

..bitte wenden



1.Aufgabe (14 Punkte): Wir betrachten die kräftefreie Bewegung eines Teilchens der
Masse m in der (x, y)-Ebene und parametrisieren die Bewegung durch Polarkoordinaten

~x =

(
x
y

)
= r

(
cosϕ
sinϕ

)
a) Wählen Sie r und ϕ als die verallgemeinerte Koordinaten und geben Sie die Lagrange-

Funktion L an. Vereinfachen Sie Ihr Resultat soweit wie möglich.

b) Leiten Sie die Euler-Lagrange Gleichungen für r und ϕ her und vereinfachen Sie sie
soweit wie möglich.

2.Aufgabe (20 Punkte): Wir parametrisieren die Bewegung eines Teilchens der Masse m
im R3 durch Kugelkoordinaten,

~x =

xy
z

 = r

cosϕ sin θ
sinϕ sin θ

cos θ


Die Lagrange-Funktion für die kräftefreie Bewegung mit V = 0 lautet dann

L = m
2
~̇x 2 = m

2

{
ṙ2 + r2ϕ̇2 sin2 θ + r2θ̇2

}
wenn wir (q, q̇) = (r, ϕ, θ, ṙ, ϕ̇, θ̇) als die verallgemeinerten Koordinaten wählen. Wir wollen
jetzt die Bewegung in einem Zentralpotential (z.B. V (r) = const/r, Coulomb-Potential)

V = V (r)

betrachten.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion an.

b) Stellen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen auf.

c) Berechnen Sie die verallgemeinerten Impulse (pr, pϕ, pθ).

d) Berechnen Sie die Hamilton-Funktion H = H(r, ϕ, θ, pr, pϕ, pθ).

e) Stellen Sie die Hamiltonschen Gleichungen auf.

3.Aufgabe (6 Punkte): Eine Kugel mit der Masse m = 1kg bewege sich unter dem

Einfluss der Schwerkraft ~F = (0, 0,−mg) reibungsfrei auf einer schiefen Ebene, die mit einem
Winkel von 45◦ gegen die (x, y)-Ebene geneigt ist. Die Kugel befinde sich zur Zeit t = 0 in
Ruhe in einer Höhe von z = 1 Meter auf der schiefen Ebene und wird dann losgelassen. Wie
lange dauert es, bis die Kugel eine Höhe von z = 0 erreicht hat?



4.Aufgabe (20 Punkte): Eine Perle der Masse m bewege sich unter dem Einfluss der

Schwerkraft ~F = (0,−mg) reibungsfrei auf einem Draht in der (x, z)-Ebene. Der Draht
werde durch eine Funktion z = f(x) beschrieben.

a) Wählen Sie x als verallgemeinerte Koordinate und geben Sie die Lagrange-Funktion
L = L(x, ẋ) an.

b) Stellen Sie die Euler-Lagrange Gleichung auf und vereinfachen Sie sie soweit wie möglich.

c) Geben Sie den verallgemeinerten Impuls an, den wir hier px nennen wollen.

Hinweis: Das ist nicht die Grösse mẋ .

d) Geben Sie die Hamilton-Funktion H = H(px, x) an.

e) Stellen Sie die Hamiltonschen Gleichungen auf.

5.Aufgabe (10 Punkte): Beweisen Sie die folgende Identität von 2 × 2-Matrizen: Für
beliebiges t ∈ R gilt

exp

{
t

(
0 1
−1 0

) }
=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
Benutzen Sie dazu die Potenzreihenentwicklungen von ex, cos(x) und sin(x).

6.Aufgabe (10 Punkte): Es seien a+ und a die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
für den quantenmechanischen harmonischen Oszillator gegeben durch

a = 1√
2

(
ξ + d

dξ

)
a+ = 1√

2

(
ξ − d

dξ

)
Weiter sei

n̂ := a+a

Beweisen Sie: Für alle m ∈ {0, 1, 2, · · · } gilt

[
n̂ , (a+)m

]
= m (a+)m .


