
11 Elektrostatik

Ausgehend von der Coulombkraft werden die Feldgleichungen der Elektrostatik
aufgestellt. Mögliche Lösungswege für elektrostatische Randwertprobleme werden
vorgestellt.

Die Lösung der Laplacegleichung in Kugelkoordinaten führt zu den Legen-
drepolynomen und den Kugelfunktionen. Das elektrostatische Potenzial Φ(r) =
Φ(r, θ, φ) kann nach diesen Funktionen entwickelt werden. Außerhalb einer La-
dungsverteilung führt dies zur Multipolentwicklung.

Die Ladung q eines Körpers ist eine physikalische Größe, die im Folgenden suk-
zessive präzisiert wird. Im abgeschlossenen System ist die Ladung erhalten. Die
Ladung ist eine unveränderliche Eigenschaft elementarer Teilchen. Ein makrosko-
pischer Körper kann durch geeignete Präparation aufgeladen werden; dies könnte
durch einen Überschuss aus Elektronen bewirkt werden.

Wir betrachten zwei bei r1 und r2 ruhende Ladungen, q1 und q2. Für die Kraft
auf die erste Ladung stellt man experimentell fest

F 1 = k q1 q2
r1 − r2

|r1 − r2 |3
(11.1)

Die Kraft auf die andere Ladung ist dann F 2 = −F 1. Die Konstante k hängt von der
Definition der Ladung als Messgröße ab. Die Abstoßung gleichnamiger Ladungen
impliziert eine positive Konstante.

Die Kraft- und Längenmessung wird vorausgesetzt. Zur Definition der Ladung
als Messgröße betrachten wir folgende Möglichkeiten:

1. Historisch wurde die Einheit Coulomb durch ein von (11.1) unabhängiges
Experiment festgelegt (über die Menge des abgeschiedenen Silbers in einer
Elektrolytlösung). Dann ist k eine experimentell zu bestimmende Konstante.

2. MKSA-System (oder SI): Man definiert die Einheit Ampere des Stroms über
die Kraftwirkung zwischen zwei parallelen, stromdurchflossenen Drähten;
diese Kraft ist ebenfalls proportional zu k. Die Einheit der Ladung ist dann
eine Amperesekunde und wird Coulomb genannt (C = As). Man setzt nun
k (und damit die Größe Ampere) so fest, dass eine Amperesekunde nahezu
gleich der historischen Einheit Coulomb aus Punkt 1 ist.

3. Gauß-System: Man setzt k = 1 und verwendet damit (11.1) zur Definition
der Ladungseinheit. Eine Einheitsladung ist dann die Ladung, die auf eine
gleich große Ladung im Abstand von 1 cm eine Kraft von 1 dyn = 10−5 N
hervorruft; sie wird ESE (elektrostatische Einheit) genannt.
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Die beiden letzten Möglichkeiten entsprechen den Definitionen

k
def=
{

10−7 Nc2/A2 (MKSA-System)

1 (Gauß-System)
(11.2)

Die obere Zeile impliziert die Ladungseinheit 1 C (Coulomb oder Amperesekunde),
die untere 1 ESE. In theoretischen Entwicklungen verwenden wir das Gauß-System;
es hat den Vorteil, dass relativistische Effekte am Faktor v/c zu erkennen sind. Bei
praktischen Anwendungen benutzen wir aber auch das MKSA-System.

Die Coulombkraft F auf eine bei r ruhende Probeladung q definiert das elektri-
sche Feld E(r) (auch elektrische Feldstärke genannt) als Messgröße:

E(r) = F (r)

q
(11.3)

Für Coulombkräfte gilt das Superpositionsprinzip. Damit erhalten wir

E(r) =
N∑
i=1

qi
r − r i

|r − r i |3
=
∫
d3r ′ �(r ′)

r − r ′

|r − r ′|3 (11.4)

Eine kontinuierliche Ladungsdichte kann in kleine Elemente Δqi = �(r i) ΔVi auf-
teilt werden. Dies führt zum letzten Ausdruck in (11.4).

Wir setzen (r − r ′)/|r − r ′|3 = −grad |r − r ′|−1 in (11.4) ein. Dann können
wir das Feld E = −gradΦ durch das elektrostatische oder skalare Potenzial aus-
drücken. Das Potenzial ergibt sich aus der Integralformel

Φ(r) =
∫
d3r ′

�(r ′)
|r − r ′ | (11.5)

Eine mögliche Konstante in Φ verschwindet bei Berechnung der Messgröße E und
wird üblicherweise gleich null gesetzt.

Wir wenden den Laplaceoperator auf beide Seiten von (11.5) an. Unter Berück-
sichtigung von (10.17) erhalten wir dann die Feldgleichungen der Elektrostatik:

�Φ(r) = −4π�(r) , E(r) = −gradΦ(r) (11.6)

Die erste Gleichung wird auch Poissongleichung genannt. Die Feldgleichungen
können alternativ für das elektrische Feld selbst angegeben werden:

div E(r) = 4π�(r) , rot E(r) = 0 (11.7)

Wenn man den Gaußschen Satz auf div E = 4π� anwendet, erhält man das Gauß-
sche Gesetz ∮

A

dA ·E = 4πQV (Gaußsches Gesetz) (11.8)

Dabei ist A = A(V ) die Fläche, die das Volumen V begrenzt. Das Oberflächen-
integral über E ist gleich 4π mal der eingeschlossenen Ladung QV .



12 Magnetostatik

Zwischen ruhenden Ladungen wirkt die Coulombkraft. Für bewegte Ladungen
kommt es zu zusätzlichen, magnetischen Kräften. Bewegte Ladungen implizieren
im Allgemeinen, dass das Problem zeitabhängig ist. In diesem Kapitel studieren wir
zunächst den einfacheren Fall von stationären Strömen. Wir definieren das magneti-
sche Feld und stellen das Kraftgesetz auf. Hieraus werden die Feldgleichungen der
Magnetostatik abgeleitet. Schließlich behandeln wir das magnetische Dipolmoment
einer begrenzten Stromverteilung.

Der Strom I = dq/dt durch einen Draht ist gleich der Ladung pro Zeit. Die Strom-
dichte j zeigt in Richtung des Stroms und hat den Betrag j = I/Δa, wobei Δa die
Querschnittsfläche des Drahts ist. In einer kontinuierlichen Stromverteilung j(r, t)

ist der Effekt eines Volumenelements d3r gleich dem eines stromdurchflossenen
Drahtelements:

j d3r = I d� (12.1)

Analog hierzu wurde in der Elektrostatik eine ausgedehnte Ladungsverteilung in
einzelne Elemente � d3r = dq zerlegt. In der Magnetostatik beschränken wir uns
auf zeitunabhängige Stromdichten, j = j(r).

Der mikroskopischen Ladungsdichte �at =
∑

i qi δ(r − r i(t)) entspricht die
Stromdichte j at =

∑
i qi vi δ(r − r i(t)). Die Punktladungen könnten etwa Elek-

tronen sein. Meist betrachten wir die über geeignete Volumina gemittelten Größen,
� = 〈�at〉 und j = 〈jat〉. Wenn es sich um lauter gleiche Ladungsträger handelt
(also etwa nur Elektronen), dann gilt

j (r, t) = �(r, t) v(r, t) (12.2)

Dabei ist v die mittlere Geschwindigkeit der Ladungsträger. Sie ist im Allgemeinen
viel kleiner als die individuellen Geschwindigkeiten.

Die Ladungserhaltung wird durch die Kontinuitätsgleichung

∂�(r, t)

∂ t
+ div j(r, t) = 0 (12.3)

beschrieben. Im statischen Fall reduziert sich dies auf div j (r) = 0.
Das magnetische Feld (auch magnetische Induktion oder Flussdichte genannt)

wird durch seine Kraftwirkung auf ein stromdurchflossenes Drahtelement definiert:

dF (r) = I

c
d�×B(r) (12.4)
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208 Teil II Elektrodynamik

Nachdem B damit als Messgröße definiert ist, kann man nun das Magnetfeld be-
stimmen, das durch ein Stromelement I d� hervorgerufen wird. Dieses Kraftgesetz
ist in der Tabelle unten angegeben. Aufsummiert über eine ganze Ladungsverteilung
liest es sich als

B(r) = 1

c

∫
d3r ′ j(r ′)× r − r ′

|r − r ′ |3 (12.5)

Für das Feld eines unendlich langen Drahts (entlang der z-Achse) erhält man hieraus
B = eφ (2I/c)/ρ. Zwei parallele Drähte üben die Kraft/Länge = 2I1 I2/(c

2d) auf-
einander aus.

In der Definition (12.4) taucht die Lichtgeschwindigkeit c ≈ 3 · 108 m/s auf.
Diese Festlegung impliziert, dass E und B in gleichen Einheiten gemessen wer-
den (wegen [I d�/c] = [q ]), und dass sie in einer elektromagnetischen Welle den
gleichen Betrag haben. Dies ist aus relativistischer Sicht sinnvoll.

Aus (12.4) und (12.1) erhält man die Kraftdichte f = j × B/c. Setzt man hier
die Stromdichte j (r) = q v δ(r − r0) einer bewegten Punktladung ein, dann erhält
man die Kraft

F = q
v

c
× B(r0) (12.6)

auf eine bewegte Ladung im Magnetfeld.
In der folgenden Tabelle werden die zentralen Begriffe und Beziehungen der

Magnetostatik jeweils denen der Elektrostatik gegenüber gestellt. Bisher haben wir
die ersten drei Einträge (Ladungs-/Stromelement, Felddefinition und Kraftgesetz)
behandelt.

Elektrostatik Relation Magnetostatik

dq = � d3r Ladungs-/Stromelement I d� = j d3r

dF = dq E dF = (I/c) d�× B
Felddefinition

F = q E F = q (v/c)×B

dE(r) = dq
r − r ′

|r − r ′ |3 Kraftgesetz dB(r) = I

c
d�× r − r ′

|r − r ′ |3

div E = 4π� rot B = 4π j/c
Feldgleichungen

rot E = 0 div B = 0

E = −gradΦ Potenziale Φ, A B = rot A

�Φ = −4π� Feldgleichung �A = −(4π/c) j

Φ(r) =
∫
d3r ′

�(r ′)
|r − r ′|

Potenzial aus
Quelldichte

A(r) = 1

c

∫
d3r ′

j(r ′)
|r − r ′|
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Wir setzen (r − r ′)/|r − r ′|3 = −grad |r − r ′|−1 in (12.5) ein. Dann erhalten
wir B = rot A mit dem Vektorpotenzial

A(r) = 1

c

∫
d3r ′

j (r ′)
|r − r ′| (12.7)

Wir könnten hierzu den Gradienten eines beliebigen Feldes addieren, ohne das phy-
sikalische B-Feld zu ändern. Die Festlegung (12.7) impliziert div A(r) = 0; sie
wird Coulombeichung genannt.

Wir wenden den Laplaceoperator auf beide Seiten von (12.7) an. Unter Berück-
sichtigung von (10.8), (10.17) und div A = 0 erhalten wir dann die Feldgleichungen
der Magnetostatik:

�A(r) = − 4π

c
j(r) , B(r) = rot A(r) (12.8)

Die Feldgleichungen können alternativ für das magnetische Feld selbst angegeben
werden:

rot B(r) = 4π

c
j (r) , div B(r) = 0 (12.9)

Wir betrachten eine beliebige, zusammenhängende Fläche a mit der Randkurve C
und wenden den Stokesschen Satz auf die Feldgleichung rot B = 4πj/c an:∮

C

dr · B = 4π

c

∫
a

da · j = 4π

c
Ia (Ampère-Gesetz) (12.10)

Dieses Ampère-Gesetz besagt, dass das Linienintegral
∮
C
dr ·B über den Rand der

Fläche den Strom I durch die Fläche ergibt (multipliziert mit 4π/c).


	11 Elektrostatik
	12 Magnetostatik



