Losung 4: Systemrealisierungen

Losung (4.1) Wir schreiben

A:[_g é] Bzm, C=[7 2]

und

~ 2 0 = 1 o~
A O L )

Um zu zeigen, dafi die beiden Systeme (A, B,C) und
(g, B, 6’) dquivalent sind (also das gleiche Eingabe-Aus-
gabe-Verhalten aufweisen), geniigt es gemif (4.2), eine
Transformationsmatrix P zu finden mit

A=pPAP7', B=PB, C(C=cCP.
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det [6 5\

} = XN -51+6 = (A —2)(A—-3)

hat A die Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 3. Zugehorige
Eigenvektoren (jeweils eindeutig bestimmt bis auf einen
Skalarfaktor) sind gegeben durch v; = (1,2)7 und vy =
(1,3)T. Setzen wir also

Ja b o 1 3 b
Q = {Qa 3b] und  P:=Q T ab [2& a}

mit beliebigen Faktoren a,b # 0, so haben wir jedenfalls
A=Q 1'AQ = PAP~!. Ferner erhalten wir

PB = [%ﬂ ud CP™'=CQ=[1la 13b].
Wahlen wir a := —1 und b := 1, so sind die gewiinschten

Bedingungen B = PBund C = CP! erfiillt, und die
Aquivalenz der beiden Systeme ist gezeigt.

Loésung (4.2) Anwenden der Laplace-Transformation
£ auf die Gleichungen

(1) #(t) = Az(t) + Bu(t),  y(t) = Cz(t)

liefert fiir X := £x, U := Luund Y := Ly die Gleichungen
(2) 2zX(2)=AX(z)+BU(2), Y(z)=CX(2)
und damit (21 — A)X = BU, folglich X = (21 — A)~'Bu

und schlieBlich Y = C(21 — A)~!BU. Dies ist schon die
Behauptung. In dem betrachteten Beispiel haben wir

G(z) = [7 2][2 215}1 [ﬂ
2=5
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- 22-52+6 7 2] [z]  22-52+46
Bemerkung: Man sagt, die Laplace-Transformation iiber-
fithre die Gleichung (1) im Zustandsbereich in die Glei-
chung (2) im Frequenzbereich. In der klassischen Rege-
lungstechnik werden typischerweise Untersuchungen im
Frequenzbereich statt im Zustandsbereich durchgefiihrt,
was allerdings nur fiir lineare Systeme mit konstanten Ko-
effizienten moglich ist.

Losung (4.3) Wir haben

0O 1 0 0 0 0

3052 0 0 2w 10
A=1% 0o o 1 und B =4
0 —2w 0 0 0 1

wegen (1.7) und dann

1000
0{0010]

wegen (3.8). Eine etwas miihselige Rechnung ergibt

-1

z -1 0 0
-1 —3w? z 0 2w
(21 -4)7 = 0 0 z -1
0 2w 0 z
23+ 4w?2 22 0 2wz
_ 1 3w?2? 23 0 Qw22
T 22(224w?) | —6w? 2wz 4w’z 22-3w?
—6w3z  —2wz? 0 23 —3w?z
und damit
1 2w
_ 22 4+ w? z(22 4+ w?
z2(z2+w?)  22(22 +w?)

Bemerkung: Wie in Losung (4.2) bereits bemerkt, rech-
net man in der klassischen Regelungstechnik im Fre-
quenzbereich statt im Zustandsbereich. Man versucht da-
her auch, Begriffe wie Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
durch Begriffe und Kriterien zu erfassen, deren Anwen-
dung nicht das Verlassen des Frequenzbereichs erfordert.
Wir wollen das hier nicht ausfithren, aber zumindest an-
deuten, wie solche Kriterien im vorliegenden Beispiel aus-
sehen konnten. Die maximale Differenz zwischen Z#hler-
grad und Nennergrad in der ersten Spalte von G(z) ist
3 (nicht 4); hieraus kann man schlieflen, dafi das System
allein durch w; nicht steuerbar ist. Analog ist die maxima-
le Differenz zwischen Zahlergrad und Nennergrad in der
ersten Zeile von G(z) nur 3 (nicht 4), so daf das System
allein mit y; als Ausgabe nicht beobachtbar ist.



Losung (4.4) Es sei 2(s) = 0. Wir haben dann
y(t) =0 firt <s+1 und

y(t):c(t)/::t(t?)dﬁ/: u(91)d9/:1u(7)d7

+1

fiir t > s + 1. Dies koénnen wir schreiben als

t
. 1, fallsx >1,
o) = [ att=rutrar mit ooy = { 2o

Wir sehen, dafl der auftretende Integralkern nur von ¢t — 7
abhéngt. Gibe es also eine Realisierung des Systems, dann
gdbe es auch eine zeitinvariante Realisierung. Wir hétten
dann eine Darstellung y(t) = f; Ce(=TABy(1) dr fiir alle
t und damit Ce® B = 0 fiir alle z € [0, 1]. Eine durch eine
Potenzreihe dargestellte Funktion, die auf einem gesamten
Intervall verschwindet, miifite aber iiberall verschwinden,
was y = 0 zur Folge hiitte. Es kann also keine solche Rea-
lisierung geben.

Lésung (4.5) Wir nehmen an, der Ubergang cos(we)
— sin(we) konne durch ein System (A, B,C) realisiert
werden. Mit K (¢,7) := C(t)X (t,7)B(7) hétten wir dann

sin(wt) = / K(t,7)cos(wT)dr

fiir alle w und alle t > s. Dann miifite jedenfalls sin(ws) =
0 fiir alle w € R gelten, was s = 0 erzwénge. Zweimaliges
Ableiten der Gleichung

(1) sin(wt) = /t K(t,7)cos(wT)dr
0
nach w lieferte
(2) —t?sin(wt) = — /t K (t,7)1% cos(wT) dr.
0
Addition von (2) zum t2-fachen von (1) ergiibe dann
0 = /t K(t,7)(t* — 1) cos(wT) dT
0

fir alle w € R, was nur fiir K = 0 moglich ist. Die Be-
dingung K = 0 widerspriiche aber (1). Es kann also kein
(endlichdimensionales) lineares System geben, das auf je-
de Eingabe der Form u(t) = cos(wt) mit der Ausgabe
y(t) = sin(wt) antwortet.

Losung (4.6) (a) Erste Losung. Ist A(t) = Ao, so
ist X (t,s) = exp((t — s)Ap). Die zu erfiillende Gleichung
lautet also

H()G(r) = Ct)e'""4B(r) = C(t)etY e A0 B(7)

mit C(t) € RP*™ und B(r) € R™*™. Diese Gleichung wird
gel6st, wenn wir

C(t) ;== Ht)M~ et und B(r) := ™ MG(7)

mit irgendeiner invertierbaren Matrix M € R™*™ wihlen.

Zweite Losung: Wir wihlen irgendeine Realisierung
(A(t), B(t),C(t)) mit A(t) € R™*™ und versuchen, ei-
ne Koordinatentransformation £(t) = P(x)z(t) so zu fin-
den, daB fiir die resultierende Realisierung (E,E,é) die
Gleichung A = Ay gilt. Gemis (4.2) haben wir A =
PAP~! + PP~!, also AP = PA+ P. Um A = Ay zu
erhalten, miissen wir also nur P als Losung der Differen-
tialgleichung P(t) = AgP(t) — P(t)A(t) wihlen (und das
ist moglich, weil nach dem Satz von Peano oder dem Satz
von Picard und Lindel6f diese Differentialgleichung eine
Losung besitzt).

(b) Wir wihlen in (a) fiir Ap die (1 x 1)-Matrix mit
dem Wert a. Die zu erfiillende Gleichung lautet dann
cos(t)exp(t) = c(t)e®e™7b(r) und fiihrt auf cos(t) =
c(t)e®by und exp(r) = coe *Tb(r). Wihlen wir by :=
co := 1, so erhalten wir c(t) = cos(t)e™ und b(r) =
e(@+1)7 Die Eingabe-Ausgabe-Relation

t
y(t) = / cos(t)e"u(r)dr
wird also realisiert von dem System

i(t) = ax(t) + e TVt(t), y(t) = cos(t)e”x(t).

Losung (4.7) Wir fithren die (zeitlich variable) Ko-
ordinatentransformation

durch und erhalten dann
é = —De WPr4e i
~De Pz 4 e P (Az + P Bu)
= —De Pr 4+ Ae Pz + Bu
= —D¢+ A+ Bu
= (A—-D){+ Bu

sowie y = Ce Pz = C¢. Die Koordinatentransformation
liefert also das zeitinvariante System

y = CE¢.

Da sich bei einer Koordinatentransformation im Zustands-
raum das Eingabe-Ausgabe-Verhalten nicht dndert, hat
dieses zeitinvariante System das gleiche Eingabe-Ausgabe-
Verhalten wie das Originalsystem.

¢ =(A—- D)+ Bu,

Losung (4.8) Fiir P(t) := exp(t(AT — A)/2) erhal-
ten wir P = P(AT — A)/2 und gemiB (4.2) dann

~

A = PAP' 4+ PP™' = PAP™' + P((AT-A)/2)P!
= P((AT+A)/2)P~' = P((AT+A)/2)P7,

und diese Matrix ist offensichtlich symmetrisch. Ferner
gelten geméB (4.2) auch die Gleichungen

B = PB = eXp(t(AT—A)/Q)



und

C = CP™' = Cexp(t(A-AT))2).

Da fiir eine schiefsymmetrische Matrix M die Matrix
exp(tM) stets orthogonal ist und damit die Spektralnorm
1 hat, sind die Funktionen ¢ +— B(t) und t — C(t) be-
schrankt.

Losung (4.9) Es seien ¢ — T'(t) die vom Thermo-
meter angezeigte Temperatur und ¢ — U(t) die jeweilige
Umgebungstemperatur. Ist A die Auflentemperatur (bzw.
die Temperatur des kalten Raums, in dem sich das Ther-
mometer urspriinglich befand) und ist R die Temperatur
des warmen Raums, in den das Thermometer gebracht
wird, so haben wir

A, fallst <O0;
() ve = {R, falls £ > 0.
Man wiirde vielleicht zunéchst (naiv) erwarten, dafl sich
die Temperaturanzeige geméfl dem Newtonschen Gesetz

T(t) = r(R-T())

entwickelt, in dem r die Warmeaustauschrate zwischen
Raum und Thermometer bezeichnet. Die Losung wére
dann aber

(1) T(t) = R— (R-T(0))e "

und damit eine streng monoton wachsende Funktion,
was dem anfinglich beobachteten Temperaturabfall wi-
derspréche. Eine mogliche Erkldrung kénnte sein, dafl das
Thermometer aufgrund innerer Tragheit erst mit einer
Zeitverzogerung 7 auf die tatséchliche Umgebungstempe-
ratur reagierte, daf$ also eine Gleichung

Tt) = r- (Ut—1)-T(t))
- (A=T(@), fallst<rt
B {r~(RT(t)), falls ¢ > 7

gilte. Dann wére

—rt, falls t < T;

A= (4-T())
— rt=7)  falls t > 7.

T(T)))e

(Dabei wire T'(7) als der Grenzwert fiir t — 7_ des oberen
Ausdrucks zu wihlen, damit die Funktion T stetig wird.)
Versuchen wir, eine solche Funktion durch geeignete Wahl
der Parameter T'(0), 7, R, A und r an die Mefidaten an-
zupassen, so erhalten wir zwar einen Verlauf, der einen
anfinglichen Abfall in der Temperaturanzeige liefert, der
sich aber nicht befriedigend an die tatséchlich erhaltenen
Temperaturmessungen anpaft.
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Abb. 4.9a: Verlauf einer Losung der Form (2) nach Pa-
rameteranpassung.

Eine gute Anpassung an die Mefldaten erhalten wir dage-
gen, wenn wir annehmen, dafl das Thermometer nicht di-
rekt auf die Umgebungstemperatur reagiert, sondern daf}
zundchst ein Warmeaustausch zwischen der Umgebung
und dem Gehéduse stattfindet, in dem sich das Thermo-
meter befindet, und dann ein weiterer Wiarmeaustausch
zwischen dem Gehéuse und dem Thermometer selbst. Be-
zeichnen wir mit M(t) die Manteltemperatur (also die
Temperatur im Gehéuse), so legt dies ein System zwei-
er gekoppelter Gleichungen T'(t) = (M(t) — T(t)) und
M(t) = r2(U(t) — M(t)) nahe, fiir t > 0 also

T(t) = r(M(t) = T(t),

) M(t) = ro(R— M()).

Anpassung der Parameter T7'(0), M (0), R, r; und r an die
MefBdaten liefert hier eine hervorragende Uereinstimmung
zwischen den aufgrund der Modellannahme (3) theoretisch
erwarteten und den tatséichlich erhaltenen Meflwerten.
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Abb. 4.9b: Verlauf der Funktionen T' (durchgezogen) und
M gestrichelt) gemifl (3) nach Parameteranpassung.



Was hat dieses Beispiel mit dem Thema “Systemreali-
sierungen” zu tun? Die beobachtete Temperaturanzeige
t — T(t) ist die Systemantwort auf die durch (x) gegebe-
ne EinfluBfunktion U. Das beobachtete Eingabe-Ausgabe-
Verhalten (selbst fiir die einzelne gewéhlte Einflufunktion
U) 148t sich nicht durch ein eindimensionales System rea-
lisieren, sondern erfordert die Einfithrung einer zweiten
(zunichst “verborgenen” und nicht direkt zugénglichen)
Zustandsvariablen. Eine Realisierung mit einem zweidi-
mensionalen Zustandsraum kénnte durch zahlreiche Ex-
perimente, in denen das Thermometer wechselnden Umge-
bungstemperaturen ausgesetzt wird, prinzipiell auch mit
den in der Vorlesung bereitgestellten Methoden gefunden
werden, statt die Modellannahme (3) zu machen und zu
verifizieren, daf} diese fiir geeignete Parameterwahlen das
beobachtete Systemverhalten erklért.



