Losung 1: Gesteuerte dynamische Systeme

Lésung (1.1) Die Losung des Anfangswertproblems
#(t) = ax(t) —u(t), =z(0) = =z

ist gegeben durch

T
z(T) = e (xo—/o e~ u(t) dt).

Bei den angegebenen Familien von Steuerungen sind dann
die drei Parameter A, B,C so zu wihlen, dafl die Bedin-
gung z(T) = 0 erfiillt ist.

(a) Fiir u(t) = A + Bt + Ct? geht die Bedingung
x(T) = 0 iiber in
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Je zwei der Konstanten A, B,C koénnen dabei beliebig
gewihlt werden; die dritte ergibt sich dann aus dieser Glei-
chung. (Die Wahl B := C := 0 liefert beispielsweise die
konstante Steuerung u(t) = A := azo/(1 — e T).)

(b) Fiir u(t) = Acos(Ct) + Bsin(Ct) geht die Bedin-
gung z(T) = 0 iiber in
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(c) Fiir u(t)

iiber in
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ro = A/ efateBtdt—l—C'/ e dt
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= AeP!'+C geht die Bedingung z(T') = 0

Loésung (1.2) (a) Fiir u(t) = A+ Bt + Ct? ist
fOT u(t)?dt gegeben durch
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Ersetzen wir eine der drei Variablen A, B, C' aus der Be-
dingung in Lésung (1.1)(a), so geht dieser Ausdruck in ein
quadratisches Polynom in den beiden anderen Variablen

iiber, dessen Minimum sich durch Nullsetzen der partiel-
len Ableitungen nach diesen beiden Variablen ermitteln
148t. Die etwas miihselige Rechnung ersparen wir uns.

Die vermutlich eleganteste Losung besteht darin, die
Funktion f(A, B,C) := fOT(A + Bt + Ct?)2dt unter der
Nebenbedingung 0 = fOT(A + Bt + Ct?)e~%dt — zg =:
g9(A, B,C) zu minimieren. (Die Existenz eines Minimums
ist dabei unproblematisch, weil f eine positiv definite qua-
dratische Form ist, die auf eine Ebene eingeschrinkt wird.)
Nach dem Satz von Lagrange gibt es fiir das gesuchte Mi-
nimum (A, B, C) einen Lagrange-Multiplikator A € R mit
(VA B,C) =X (Vg)(A, B,C). Mit s := \/2 bedeutet
dies
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Die optimale Losung (A, B, C) kann also folgendermaflen
gefunden werden: Wir berechnen
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und setzen dann
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wobei sich p aus der Nebenbedingung z(7T") = 0 ergibt, die
in unserem Fall die folgende Form annimmt:

T
xo / (A+ Bt + Ct*)e~*dt
0

T
— u'/ (Cy + Oyt + C3t?)e dt.
0

(b) Fiir u(t) =
durch

Acos(Ct) + Bsin(Ct) ist fo (t)2dt

AB+TC(A%+B?)— ABcos(2TC)+
4C

(A2— B?)sin(2TC) /2

gegeben. Eliminieren wir A oder B aus der Bedingung in
Losung (1.2)(c), so geht dieser Ausdruck in eine Funktion
von zwel Variablen (B und C bzw. A und C) iiber, de-
ren Minimum wir suchen miissen. Stattdessen verwenden
wir wieder die Methode von Lagrange, um die Funkti-

on f(4,B,C) fo (Acos(Ct)+ B 81n(C’t))2dt unter der



Nebenbedingung 0 = fOT (Acos(Ct) 4+ Bsin(Ct))e~*dt —
xo =: g(A4, B,C) zu minimieren. Nach Lagrange setzen
wir (Vf)(4,B,C) = AVg)(4,B,C) an; mit p = /2
sind die die drei Komponenten dieser Vektorgleichung ge-
geben durch

T T
/ (Acos(Ct)*+Bsin(Ct) cos(Ct))dt = ,u/ cos(Ct)e™*tdt,
0 0

durch

/T(A sin(C't) cos(Ct)+B Sin(Ct)Q)dt -

T
u/ sin(Ct)e™“*dt
0 0

und durch

/jljf(AB(cos(Cﬁ)2 —sin(Ct)?)+(B?— A?) sin(Ct) cos(Ct) ) dt
0

T
= u/ t(—Asin(Ct) + B cos(Ct)) e~ *dt.
0

Die ersten beiden Gleichungen lassen sich (nach Berechnen
der Integrale) zu der Matrixgleichung

[CT—i—sin(CT) cos(CT) sin(CT)? ] [A}
sin(CT)? CT—sin(CT)cos(CT) | | B
2C et

- ae?” — acos(CT) + Csin(CT)
T a24C2? | CeT — Ccos(CT) — asin(CT)

zusammenfassen. Die Koeflizientendeterminante ist d :=
(CT)?—sin(CT)?. Wir kénnen nun von links mit der zur
Koeffizientenmatrix inversen Matrix

—sin(CT)? }

1 1 CT—sin(CT) cos(CT)
d CT+sin(CT) cos(CT)

—sin(CT)?

durchmultiplizieren, dadurch A und B durch C' (und p)
ausdriicken und das Ergebnis in die dritte Gleichung ein-
setzen, die dann eine Bestimmungsgleichung fiir C' liefert.
Diese Gleichung ist aber so schlimm, daf} wir uns mit
Schaudern von dieser Aufgabe abwenden und unser Gliick
lieber mit Teil (c¢) versuchen.

(c) Fiir u(t) = AePt+C ist fo (t)2dt gegeben durch

4AC(ePT — 1) + A2(e2BT -
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Eliminieren wir A oder C' aus der Bedingung in Losung
(1.1)(c), so geht dieser Ausdruck in eine Funktion von zwei
Variablen (B und C bzw. B und A) iiber, deren Minimum
wir suchen miissen. Verwenden wir stattdessen wieder die
Methode von Lagrange, so erhalten wir die Gleichung

Ji (Ae*Bt 4 CeBYydt ) eB-atqy
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Da wir den Trivialfall A = 0 ausschlieBen diirfen (der Fall
einer konstanten Steuerung wurde ja bereits in Teil (a)

mitbehandelt), diirfen wir die zweite Komponente dieser
Vektorgleichung durch A teilen. Bringen wir dann alle Ter-
me auf die linke Seite, so entsteht ein Ausdruck, der linear
in A, C und p ist; als resultierende Gleichung ergibt sich
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Wire die Koeffizientendeterminante von Null verschieden,
so hitte dieses homogene Gleichungssystem nur die tri-
viale Losung (A, C, p) = (0,0,0) und damit v = 0, was
nicht sein kann. Also mufl die Koeffizientendeterminan-
te verschwinden, und dies ist eine Bestimmungsgleichung
fiir B. Eine miithsame Rechnung liefert B = —a. (Man er-
kennt sofort, daf fiir B = —a die erste und die dritte Spal-
te der obigen Koeffizientenmatrix sich nur im Vorzeichen
unterscheiden!) Das betrachtete homogene Gleichungssy-
stem hat dann als Losungsmenge die Menge aller Vektoren
(A,C, )T mit C =0 und pu = A. Die gesuchte Steuerung
der Form u(t) = AeBt + C, fiir die fo (t)2dt minimal
wird, ist also gegeben durch u(t) = Ae™ wobe1 sich der

t)e_“tdt = 1 ergibt.

Loésung (1.3) Die Funktion c(t) := fo 7)2dT be-
schreibt den bis zum (variablen) Zeltpunkt t entstandenen
Umweltschaden. Die Funktion ¢ — (z(t), ¢(t)) erfiillt das
Anfangswertproblem

| |ar—u z(0)| |0

=] o= 1]
Fiir jede Steuerung u, die die Zielvorgabe xu(T) =0
erfiillt, verlauft die Projektion der Kurve ¢ — (t, x(t), e(t )
auf die tz-Ebene vom Punkt (0,z¢) zum Punkt (T 0),
wahrend die dritte Komponente den entstehenden Um-
weltschaden aufzeichnet. Wenn wir verschiedene (zuléssi-
ge) Steuerungen vergleichen, ist also diejenige besser, fiir
die ¢(T) am kleinsten ist, fiir die also die Kurve ¢ +—
(t,z(t),c(t)) die senkrechte Gerade {T} x {0} x R in
moglichst geringer Hohe trifft.

Wert von A aus der Bedingung fOT U

Lésung (1.4) Das betrachtete Anfangswertproblems

hat die eindeutige Loung
g(t) = exp(U(t)L(c))go

mit U(t) := fo 7)dr. Die Bedingung ¢(T) = ¢ fiihrt
dann auf dle Bestlmmungsglelchung

exp(U(T)L(c)) = g1gg "

Bestimmen wir den Drehvektor ¢ und die Drehachsen-
richtung n der Rotationsmatrix g;gy ' € SO(3), so haben



wir exp(U(T)L(c)) = D(n,¢) = exp(pL(n)); die Wahl
c¢:=nund U(T) := o fiihrt also zum Ziel (und ist auch
im wesentlichen eindeutig). Wir kénnen also eine belie-
bige Funktion v mit v(0) = v(T) = 0 wihlen (beispiels-
weise v(t) = t(T — t) oder v(t) = sin(tn/T)) und dann

u(t) := Au(t) mit eine Konstanten A wihlen, die durch
die Bedingung ¢ = U(T fo t)ydt = A - fo

bestimmt wird.
Losung (1.5) Die Systemgleichung lautet
M@®)] _ [-a 0] [M(@) L [P®)
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Bezeichnen wir die Koeffizientenmatrix mit A, so ist die
Losung dieser Gleichung gegeben durch

o (56 ] = (50 ] L[] )

Fiir a # b gilt

1 _|=a 0] . __|b=a 0
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und damit exp(tA) = exp(tPDP~1') = Pexp(tD)P~!
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Fiir b = a ist dies (im Sinne der Regel von de 'Hospital)

als
tA —ta 1 0
e = [ at 1

zu interpretieren (was man auch direkt durch Hinschrei-
ben der Exponentialreihe nachpriifen kann, die in diesem
Fall auf eine Summe mit nur zwei Termen zusammen-
schrumpft). Die Formel (x), die die allgemeine Losung an-
gibt, ist bequem, wenn die Funktion ¢ — D(t) durch einen
geschlossenen Ausdruck gegeben ist. In unserem Fall ist
D stiickweise definiert; daher ist eine andere Darstellung
etwas bequemer. Wahrend eines beliebigen Zeitintervalls
[tl, t] gﬂt
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Ist nun [t1,t2] ein Zeitintervall, in dem kein Medikament
verabreicht wird (D = 0), so gilt fiir t; < t < to gemif
(%) die Gleichung

5] = ee-ma [ 5]

Ist dagegen [t1,t2] ein Zeitintervall, in dem die konstante
Dosis D(t) = d > 0 verabreicht wird, so gilt gem&f (%)
fir t; <t <ty die Gleichung
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Benutzen wir die in der Aufgabe angegebenen numeri-
schen Werte, so ergeben sich die folgenden Diagramme
fiir die Verldufe der Funktionen ¢ — M (t) (blau) sowie
t — B(t) (rot).
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Abb. 1.6: Zeitlicher Verlauf der Konzentration des Medi-
kaments im Magen-Darm-Trakt (blau) und im Blutkreis-
lauf (rot).

Losung (1.6) (a) Die Differentialgleichung hat die

Form
il(t) = —a:vl(t) +2C$3(t)

IQ(t) = aa:l(t) — bIQ(t)

Ig(t) = bIQ(t) - CIg(t)
mit dem Faktor 2 in der ersten Zeile, weil aufgrund der
Zellteilung fiir jede Zelle, die das dritte Kompartiment
verldBt, im ersten Kompartiment zwei neue Zellen hinzu-
kommen.

(b) Das gesteuerte System ist gegeben durch das fol-
gende Gleichungssystem.

i1(t) = —ax1(t) + 2cas(t) (1—u(t))
Za(t) axy(t) — b:vg(t) (1—w(t))
i3(t) = bao(t)(1—v(t)) — cas(t)

In Matrixform 148t sich dies schreiben als

a1 x1
o | = (A+uB+vC) | x9
x.g €3



mit den Matrizen
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