2.4 Stetige lineare Abbildungen

Eine gewthnliche lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist eine Glei-
chung der Form

™ fan fO V4 tafY vaof =9, ao...,an-1,9 € C([a,b],R),
zu der Losungen f € C"([a, b], R) gesucht werden. Fithrt man die Abbildung

T:C"([a,b],R) = C([a,b],R), fr f™ +a, 1 f"V+ . +arfY +aof
ein, so léasst sich die diese Differentialgleichung kurz als

T(f)=g

schreiben. Bemerkenswert ist dabei, dass 7 die beiden Figenschaften

T(fi+f2) =T(f1)+T(f2) und T(Af) = XT(f) fiir alle f1, fo, f € C"([a, ], R)
und A € K besitzt. Dieses Beispiel zeigt, dass die Untersuchung linearer Ab-
bildungen zwischen normierten Rdumen hohe Bedeutung fiir die angewandte
Mathematik besitzt.

LINEARE ABBILDUNGEN

Eine Abbildung T : X — Y zwischen den K-Vektorrdumen X und Y heifit
linear, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:

Li: VaeKzeX T(ax)=ol(x),
Ly: Vay,00 € X T(21 + x2) =T(1) + T(29).

Statt von linearen Abbildungen spricht man in der Funktionalanalysis oft
von linearen Operatoren. Grundlegende Eigenschaften linearer Operatoren,
wie aus der linearen Algebra bekannt, sind:

SATZ 67: Es seitT : X — Y ein linearer Operator.

1. Der Kern von T ist die Menge Ker (T) := {z € X : T(x) = 0}. Sie ist
etn Untervektorraum von X.

2. Das Bild von T ist die Menge T(X) := {T'(z) : v € X}. Sie ist ein
Untervektorraum von Y .

3. T ist injektiv genau dann, wenn Ker (T') = 0 gilt.
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4. Ist S 'Y — Z ein weiterer linearer Operator, so ist die Verkettung
SoT : X — Z ein linearer Operator.

5. Ist T bijektiv, so ist die inverse Abbildung T~ :Y — X linear.

Wie nun schon gewohnt, betrachtet man in der Funktionalanalysis nicht
(nur) einzelne lineare Operatoren, sondern Mengen von solchen. Daher hélt
man zunéchst fest:

FESTSTELLUNG 68: Die Menge Hom (X,Y) aller linearen Operatoren
T:X =Y ist ein Untervektorraum von Abb (X,Y).

BEWEIS: Esseien 77,75 € Hom (X, Y), dann gilt fiir die punktweise Sum-
me T + T5:

(Th + To) (21 + 22) = Ti(xy + x2) + To(z1 + 22)
= Tl(SL’1> + T1<:U2> + Tg(l’l) + Tg(&?g)
— (Tl + Tg)(xl) + (Tl + TQ)(ZEQ)

und
(Ty + T3)(ax) = Ti(ax)+ Ty(ax)

aTy(z) + oTy(x)
= a(Ti(z) + Tr(x))
= o(Th +T3)(x).

Die Eigenschaft T € Hom (X,Y) fir @ € K und 7" € Hom (X, Y") rechnet
man genauso direkt nach. a

STETIGKEIT

Eine lineare Abbildung T : K" — K™ ist bekanntlich stets durch eine Ma-
trix A € K™*" gegeben: T'(z) = Azx. Stattet man K" und K™ jeweils mit
einer beliebigen p-Norm aus (siehe Beispiel 24), so léasst sich hieraus leicht
schlieBen, dass T stetig ist. Uberraschenderweise sind lineare Operatoren zwi-
schen beliebigen normierten Rdumen nicht immer stetig: Man betrachte den
Differentialoperator

df

D : CY([0,27],R) — C([0, 27],R), f — T
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Die Folge (fx), fe(t) == % konvergiert gegen die Nullfunktion, denn es
gilt:
sin(kt)

e [0, 20]) = ——.

ax
Nun gilt D(fi) = V& cos(kt), womit der Grenzwert klim D(f1)(0) nicht exis-
—00

tiert. Folglich ist die Folge (D(fx)) nach Feststellung 47 nicht konvergent,
und D daher nicht stetig im Punkt 0.

Wir miissen uns nun also die Frage stellen, unter welchen Voraussetzungen
ein linearer Operator 7' : X — Y zwischen normierten Réumen (X, | - || x)
und (Y, || - ||y) stetig ist.

Es sei T im Punkt 2y € X stetig und 2’ € X sei ein beliebiger weiterer
Punkt. Weiter sei (x}) eine konvergente Folge in X mit Grenzwert 2’. Wegen
der Stetigkeit der Addition ist dann die Folge (x}, + (o —2’)) konvergent mit
Grenzwert z(. Es folgt

T(xg) = kILm T(x) + (xg — ")) (T stetig in xq)
= klim (T(x}) + T(xo) — T(2')) (Linearitit von T')
—00
= klim T(x)) + T(xo) —T(z")  (Stetigkeit von +),
—00

und damit
T(z') = lim T(x}).
k—oo

Da die Folge () beliebig war, ergibt sich die Stetigkeit von 7" im Punkt a’.
Wir haben also die etwas iiberraschende Eigenschaft gezeigt: Ist 7" in einem
Punkt stetig, so ist T" in jedem Punkt stetig. Es geniigt folglich Kriterien fiir
die Stetigkeit von T"im Punkt 0 zu finden. Um hierfiir eine Idee zu bekommen,
nimmt man an 7" sei im Punkt 0 stetig und betrachtet das e-6-Kriterium fiir
Stetigkeit: Zu € = 1 gibt es ein § > 0 mit der Eigenschaft ||T(z)||y < 1 fiir
alle z € X mit ||z||x <. Fir ein beliebiges = # 0 folgt dann

ox
1T( Ny <1,
2flxf|x """
da
|| ox ” Ollz||lx 0
X = = —.
2||z || x 2lzllx 2

Die Linearitat von T liefert

2
IT@Iy < Zlellx.
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Fiir 2,2’ € X ergibt sich also:
2
IT(z) = T(@)lly = 1T =)y < Slle —2"llx,
das heifit T ist dehnungsbeschréinkt. Damit wurden die wesentlichen Aussa-

gen des folgenden grundlegenden Satzes bewiesen:

SATZ 69: Fir einen linearen Operator T : X — Y zwischen normierten
Rdaumen sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. T st stetig im Punkt 0.
2. T ist stetig.

3. T st dehnungsbeschrdankt.

BEWEIS: Die Implikationen 1. = 2. und 1. = 3. wurden bereits bewiesen.
Da dehnungsbeschrinkte Abbildungen stetig sind, gilt auch 3. = 1.. Die
Implikation 2. = 1. gilt nach Definition. O

Die Menge Hom (X,Y) N C(X,Y) ist nach Satz 63 und Feststellung 68
ein Untervektorraum. Satz 69 legt also nahe die Expansionen E(T; 4 T5) und
E(aT) fir stetige lineare Operatoren 17, T, T zu untersuchen.

Im ersten Fall ergibt sich

E(Ty+T) = sup(It@-ER)@Iy . 0r e X 4 4 ')

||$7z/||x ,
Sup(”Tl(iﬂ)—Tl(a‘?x)j‘;}‘(;)—jb(fE )y . l’,xl c X,[E 7£ x/)
< Sup(||T1(@*Tl(5E|'|)x||irg|c/7||“zx(:p)fT2(x’)Hy :x,x’ €X,x ?é l‘/)
< E(T1> + E(Tz).

Im zweiten Fall gilt

E(aT) = sup(—”aT(x)faT(m/)”Y cx, ' € X,x # 12’}

llz—2']| x

= sup(]a|—”T(|TgZ:§(|i?”Y cx,x’ € X,x £ 2’}
= \a]sup(% cx, € X,x # 2’} = |o|E(T).

In beiden Féllen wird die Linearitat von T' nicht benotigt.

Die beiden gerade abgeleiteten Eigenschaften der Expansion erinnern an
die Eigenschaften einer Norm. Man betrachtet daher eine lineare Abbildung
T mit E(T) = 0. Eine solche Abbildung muss konstant sein; da 7'(0) = 0
gilt, folgt also T' = 0 und die Expansion besitzt tatsédchlich alle Eigenschaften
einer Norm:
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SATZ 70: Der Vektorrraum L(X,Y) := Hom (X, Y)NC(X,Y) der steti-
gen linearen Abbildungen T : X — Y bildet zusammen mit der Expansions-
abbildung

E:L(X,Y) =R T E(T)
einen normierten Raum. Man definiert daher die Operatornorm einer linea-
ren Abbildung T durch ||T|| := E(T).
Es gilt:
IT[| = sup([[T(x)[ly : = € X, lz]x = 1}.

BEWEIS: Es ist nur noch die angegebene Formel fiir ||T'|| zu tiberpriifen:

I I@-TE . ;41 ¢ X,0 4 )
IT@=a)lly . . /
ooy DT € X,x #1')

”T(ﬁmy cx, 2 € X,o #a)
I7@)ly -« € X, llellx = 13,

I
w
e

T

|

n

=i

T
A~~~

gilt. a

BEMERKUNG: Die Operatornorm tritt sehr haufig in Form der folgenden
Ungleichung auf, die sich unmittelabr aus ihrer Definition ergibt:

Vee X |T(@)lly <|[[Tlfl]x- (32)

Wir haben nun wiederum einen neuen Abbildungsraum eingefiihrt, und
wie stets stellt sich die Frage nach seiner Vollstéandigkeit.

SATZ 71: Ist Y ein Banachraum, so gilt dies auch fir L(X,Y). Insbe-
sondere ist L(X,K) stets ein Banachraum.

ANMERKUNG: Der Raum L(X,K) wird (stetiger) Dualraum von X ge-
nannt; seine Elemente heiflen (stetige) Funktionale.
BEWEIS: Es sei (T}) eine Cauchyfolge in L(X,Y); es gilt also:

Ve>03dneNVE L>n |1, —T) <e
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Fiir jedes x € X gilt daher bei gegebenem ¢ > 0 fiir das zugehorige n:
Vi 0 >n ||Tk(z) — Ty(x)||y < €|lz]x-

Folglich ist (T%(z)) eine Cauchyfolge in ¥ und damit nach Voraussetzung
iiber Y konvergent. Man kann daher eine Abbildung 7' : X — Y durch die
Gleichung
T(x) := lim Ty(z)
k—o0

definieren. Wegen der Linearitdt der 7j und der Linearitdt des Grenzwert-
operators (Satz 54) ist auch T eine lineare Abbildung.

Die Cauchyfolge (T}) ist beschriankt: || 7| < C fiir alle £ € N. Die Ste-
tigkeit der Normfunktion || - ||y liefert

17 (@)]ly = lim [|T5(z)]ly
—00
Aus der Ungleichung [|T}(z)||y < C||z||x ergibt sich also
Ve e X |[T(2)lly < Cllzx,

das heifit die Stetigkeit von 7" nach Satz 69. a

VERGLEICH VERSCHIEDENER KONVERGENZBEGRIFFE

In dem normierten Raum L(X,Y) kann man wie im Beweis von Satz 71
gesehen fiir eine Folge (T}) von Operatoren die punktweise Konvergenz ge-
gen einen Operator T betrachten, sowie die Konvergenz beziiglich der Ope-
ratornorm. Letztere bekommt wegen ihrer Bedeutung den eigenen Namen
Normkonvergenz. Wir haben gesehen, dass die Normkonvergenz der Folge
(T) ihre punktweise Konvergenz nach sich zieht, und zwar gegen denselben
Grenzwert.

Es stellt sich die natiirliche Frage wie Normkonvergenz mit gleichméBiger
Konvergenz zusammenhéngt. Letztere bedeutet:

Ve>03n e NVe € X Vk > n ||[Ti(z) — T(z)|| <e.
Die Linearitit von T} und T liefert nun allerdings fiir alle « € K und z € X

[Tk (o) = T(az)|| = |af|[Ti(z) = T(x)],
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das heifit die Folge (T}) kann niemals gleichméBig gegen T' konvergieren.

Sei andererseits X’ C X eine beschrankte Teilmenge von X, etwa X' C
B(0,C). Sei (1)) normkonvergent gegen 7. Dann gibt es zu ¢ > 0 ein n € N
mit ||Ty — T'|| < e fur k > n. Fiir jedes x € X' folgt daher

| Tk(x) = T(@)|| = [(Th = T) (@) < ClTh = T < Ce,

das heifit (Ty) konvergiert gleichméBig gegen T' auf der Menge X'.

Es gelte nun, dass die Folge (T;) in L(X,Y’) auf einer abgeschlossenen
Kugel B[0,r] C X gleichméfig gegen T' konvergiert. Fiir € > 0 gibt es dann
ein n € N mit der Eigenschaft

Vo € Bl0,7r] Vk > n [|[Ty(z) — T'(2)| <e.
Fiir x € X mit ||z]| = 1 folgt also
x x
Tu(=)—T(—)| <
75 =) < e

daher
|Th(z) = T(2)|| < re,

und folglich ||Ty, — T'|| < re, das heifit (T}) ist normkonvergent gegen 7.
Wir fassen zusammen:

FESTSTELLUNG 72: Fine gegen T € L(X,Y') normkonvergente Folge (T},)
in L(X,Y) konvergiert auch punktweise gegen T'. Weiter sind dquivalent:

1. Die Folge (T},) ist normkonvergent gegen T .

2. Die Folge (Ty) konvergiert auf jeder beschrinkten Menge X' C X
gleichmapig gegen T

3. Die Folge (Ty) konvergiert auf der Finheitssphdre
Sx :={reX:|z|x =1}

gleichmdf$ig gegen T'.
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STETIGKEIT DER UMKEHRABBILDUNG

Ist T': X — Y eine bijektive lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen,
so ist die eindeutig bestimmte Umkehrabbildung 77! : Y — X ebenfalls
linear: Zu y1,yo € Y gibt es nach Vorausetzung eindeutig bestimmte z,, x5 €
X mit der Eigenschaft T'(x1) = y; und T'(z2) = ys. Folglich gilt T~ (y;+ys) =
21+ 9, da T(x1 +x9) = y1 +y2 ist. Analog argumentiert man fiir die skalare
Multiplikation.

Ist T zusitzlich stetig, so muss dies iiberraschenderweise fiir 7! aber
nicht notwendig gelten, wie das folgende Beispiel zeigt:

BEISPIEL 27: Es sei R[X]| der R-Vektorraum der Polynome in einer Va-
riablen mit reellen Koeffizienten. Dieser tragt die Normfunktion

I ZakaH = max(|ag| : k=0,...,n).

k=0

Die Abbildung
T:RIX| —R|X E Xk|—> E —ak Xk+1
[ ] [ ]7 — CLk — k 1

ist linear und injektiv. Das Bild von T ist die Menge XR[X]| der Polynome
ohne konstanten Koeffizienten. Es gilt
lak| .

IT|| = sup(max(;= :k=0,...,n):

] apX"®, max(|ag| : k) = 1)

0

n
k=
= 1’

womit T stetig ist. Fiir die Umkehrabbildung
T XRIX] = RIX], Y axXF Y kapXF!
k=1 k=1

gilt | X*|| =1 aber [|T1(X*)|| = k, folglich ist T~ unstetig.

Wir versuchen die Frage zu beantworten, wodurch die Unstetigkeit der
Umbkehrabbildung 7! sverursacht< wird: 7! ist genau dann unstetig, wenn
es unstetig im Punkt 0 € Y ist. Das heifit genau dann, wenn es eine gegen 0
konvergente Folge (yx) gibt, fiir die (T~*(y.)) nicht gegen 0 konvergiert. Es
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gibt also ein € > 0 und eine Teilfolge (yx,) derart, dass | T (y,)|ly > € fiir
alle 7. Nun sei

T )y
dann gilt ||z;||x =1 fiir alle 7. Weiter ist
T(e) = oo
Ti) = ki
17 (k) Iy

da m < e fiir alle 4, ist die Folge (7'(z;)) eine Nullfolge. Aus dieser

Uberlegung gewinnt man das folgende Unstetigkeitskriterium fiir 77—

FESTSTELLUNG 73: Die Umkehrabbildung einer stetigen linearen Abbil-
dung T : X — 'Y ist genau dann unstetig, wenn es eine Folge (xy) auf der
Finheitssphdre Sx gibt, fir die Bildfolge (T(xy)) gegen 0 konvergiert.

STETIGE ENDOMORPHISMEN

Der normierte Raum L(X,X) der stetigen, linearen Selbstabbildungen
— lineare Selbstabbildungen werden auch Endomorphismen genannt — ei-
nes normierten Raums X trédgt neben der Addition eine weitere innere Ver-
kniipfung, ndmlich die Verkettung von Abbildungen. Wir wollen das Zusam-
menspiel von Verkettung, punktweiser Addition und skalarer Multiplikation
und der Operatornorm nun beleuchten.

Es seien X, Y und Z drei Mengen. Dann kann man die Verkettungsab-
bildung

o: Abb (Y, Z) x Abb (X,Y) — Abb (X, Z), (T,S)+ T o S (33)

betrachten. Sind Y und Z sogar K-Vektorrdume, so auch Abb(X,Y),
Abb (Y, Z) und Abb (X, Z) mit den entsprechenden punktweisen Operatio-
nen. Man iiberpriift leicht, dass die Abbildung o dann die folgenden Eigen-
schaften besitzt:
(@T)oS = «a(ToS) (34)
(T1+T2)OS = T103+TQOS.

o ist also im ersten Argument eine lineare Abbildung.
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Die Verkettung linearer Abbildungen ist linear. Ist zusétzlich auch X ein
K-Vektorraum, so hat man folglich eine Abbildung

o: Hom(Y,Z) x Hom (X,Y) — Hom (X, Z), (T,S)— T o S. (35)
Diese ist auch im zweiten Argument linear:
To(aS) = «a(ToS) (36)
TO(51+52) = T051+TOSQ

Im Fall X =Y = Z liefern (34) und (36) eine innere Verkniipfung auf
Hom (X, X), welche die Identitét id x als neutrales Element besitzt und mit
der Addition durch die Distributivgesetze verbunden ist:

FESTSTELLUNG 74: Das Tripel (Hom (X, X),+,0) ist ein im Allgemei-
nen nicht kommutativer Ring mit der Eigenschaft

Va e K, T,S5 € Hom (X, X) (aT)oS=«a(ToS)=To (aS);
eine solche Struktur nennt man K-Algebra.

Die Verkettung stetiger Abbildungen ist stetig. Sind also X, Y und Z
normierte Rdume, so liefert die Verkettung eine Abbildung

o: L(Y,Z) x L(X,Y) > L(X,Z), (T,S) =~ To S, (37)

die ebenfalls in jedem Argument linear ist. Wiederum liefert dies im Fall
X =Y = Z ein Ringstruktur auf L(X, X).

Sind S: X =Y, T:Y — Z stetige lineare Abbildungen, so erhélt man
durch zweimalige Anwendung der Ungleichung (32):

(T e S)(@)llz = IT(S@)llz < TIIS@)y < ITISTHlx

und daher |7 o S|| < ||T| [|S]|-
Wir fassen das Ergebnis der Diskussion zusammen:

SATZ 75: Es seien X, Y und Z normierte Rdume, dann gilt fir alle
SeL(X,)Y)und T € L(Y, Z) die Ungleichung | T o S|| < [|T||||S]]-
Die Verkettung

o:L(Y,Z) xL(X,Y) = L(X,Z2), (T,S)—»ToS
ist eine stetige Abbildung, die im Fall X =Y = Z den Ring (L(X, X),+,0)

zu einer K-Algebra mit stetigen Rechenoperationen macht.
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BEWwWEIS: Es ist nur noch die Stetigkeit der Verkettung zu beweisen. Wir
wenden das e-0-Kriterium fiir einen Punkt (7p,Sy) an. Gilt fiir (77,.5) die
Ungleichung

d((T,5), (To, So)) = [IT = Toll + [[S = Soll <4,

so folgt
HTOS—TOOS()H = HTOS—TOSO—FTOSO—TOOSQH
< || ToS—=ToSy|+ ||ToSy—Tpo Sl
= T o (S = 0S| + [[(T' = Ty) o Sol
= T[S = Soll + 17" = To][ 1 Soll
= (IToll + 6)d + 61[Soll,
woraus die Stetigkeit folgt. a

In der obigen Feststellung gilt im allgemeinen nicht die Gleichheit: Man
betrachte etwa den normierten Raum (R?, ||-||;). Da dieser Raum das Produkt
von R mit der Standardmetrik mit sich selbst ist, sind die Projektionsabbil-
dungen p; : R? — R nach Satz 35 stetig. Nach Satz 36 ist auch die Abbildung
eoq : R — R? z+— (z,0) stetig. Sowohl eq; als auch die p; sind offensichtlich
linear. Es gilt ey o p2 = 0, und daher

0 = [leo,1 o pal| < [leo|l [|p2]l # O.
ANMERKUNGEN:

1. Die im Satz 75 beschriebene Situation kann man systematischer unter-
suchen. Dies fithrt zu dem funktionalanalytischen Teilgebiet der nor-
mierten Algebren, das hier nicht behandelt werden kann.

2. Im Fall X = K" ist der Ring (L(X,X),+,0) im Wesentlichen der
altbekannte Ring der quadratischen Matrizen K"*".
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