2 Normierte Riaume

Die Ergebnisse des Abschnitts 1.7 zeigen, dass Funktionenrdumen wie der
Raum der stetigen, reellwertigen Funktionen C([a, b], R) Metriken tragen, die
anwendungsrelevant sind. Zusétzlich kann man mit Funktionen auch rechnen:
sie konnen punktweise addiert und multipliziert werden. Dieser Eigenschaft
wird durch die Theorie der metrischen Rdume keine Rechnung getragen, ob-
wohl gerade die Kombination aus Metrik und Rechenoperationen mit den
Punkten des metrischen Raums fiir viele Anwendungen von besonderer Be-
deutung ist. Man denke etwa an Approximation von stetigen Funktionen
durch Polynome oder an die Fourieranalyse von periodischen Funktionen.
Der in diesem Abschnitt entwickelte Begriff des normierten Raums schafft
hier durch Verschmelzung von Metrik mit linearer Algebra Abhilfe.

2.1 Grundbegriffe

BEGRIFFE AUS DER LINEAREN ALGEBRA

Im Folgenden stehe das Symbol K stets fiir den Kérper R der reellen Zah-
len oder den Koérper C der komplexen Zahlen. Definitionen und Ergebnisse in
denen dieses Symbol auftaucht, gelten also gleichermaflen fiir beide Korper.

Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V| 4+, -) bestehend aus einer nicht leeren
Menge V', einer Abbildung

+:V XV =V, (21,22) = alxy, z2) =: 21 + 29
und einer Abbildung
2 KxV=V(yx) = s(a,z) = a-x,

die folgende Eigenschaften besitzen:

Ay Yoy, 29,03 € X (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23),

Ay 0 eXVeeX O0+ax=x2+0=uz,

Az Vee X e X z+4+a2'=2"+2=0,

Ay Vo, 20 € X 2 + 20 = 22 + 24,

Si:Va,peKzeX (a-f8)-x=a- (8- x),
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Vee X 1-z=uz,
Vo e K jzp,m0 € X - (11 +x2) = a2+« X,

Va,feK,ze X (a+p)-z=a-2+0-x.

Die folgenden Punkte fassen grundlegende Eigenschaften, Sprechweisen und
Konventionen in bezug auf Vektorrdume zusammen:

Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren. Die Elemente
von K nennt man auch Skalare.

Die Abbildung + wird als Vektoraddition oder einfach Addition be-
zeichnet. Fiir diese wird aus Griinden der Bezeichnungseffizienz — nicht
zuviele verschiedene Symbole — das gleiche Symbol + verwendet wie
fiir die Addition im Koérper K. Dies ist beim Rechnen in Vektorrdumen
zu beachten.

Der in A, auftauchende Vektor 0 wird als Nullvektor bezeichnet. Er ist
durch A, eindeutig bestimmt. Man beachte wiederum die Symbolgleich-
heit mit der Zahl 0 € K.

Der in Az auftauchende Vektor 2’ zu einem Vektor x wird Inverses oder
Negatives von x genannt. Er ist durch A3 und x eindeutig bestimmt
und wird ab jetzt mit dem Symbol —x bezeichnet, also ebenfalls wie
das Negative einer Zahl.

Die Abbildung - nennt man skalare Multiplikation, Elemente der Form
a - x entsprechend skalare Vielfache von x. Das Symbol - fiir die skalare
Multiplikation ist dasselbe wie fiir die Multiplikation von Korperele-
menten. Dies ist beim Rechnen in Vektorrdumen zu beachten.

Das Multiplikationssymbol - wird haufig unterdriickt, das heifit es wird
ax anstelle von « - x geschrieben.

Es gilt >Punkt vor Strich< auch im Fall der Multiplikation mit Skala-
ren.

Die Axiome A; bis A4 kann man auch so zusammenfassen: (V,+) ist eine
abelsche Gruppe.

Im Fall der Vektorrdume K" spielt der Begriff einer Basis eine ausgezeich-
nete Rolle. Da die in der Funktionalanalysis betrachteten Rdume héufig keine
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endliche Basis besitzen, ist der Basisbegriff hier zwar von geringerer Bedeu-
tung, zumindest aber der Begriff der linearen Unabhéngigkeit wird benttigt:

e Eine Teilmenge £ C V eines Vektorraums heifit Erzeugendensystem
von V, falls es zu jedem x € V Elemente ey,... e, € E gibt, fiir die
r=aie; + ...+ ape, gilt.

e Eine Teilmenge E C V eines Vektorraums heifit linear unabhdingig, falls
fiir endliche viele verschiedene Elemente eq,...,e, € E aus
are; + ...+ ape, =0 stets g = ... = a,. = 0 folgt.

e Ein linear unabhéngiges FErzeugendensystem B eines Vektorraums V'
heifit Basis von X.

e [st E eine linear unabhéngige Menge eines Vektorraums, so besitzt
dieser eine Basis B mit der Eigenschaft B O F.

e Zwei Basen besitzen dieselbe Méchtigkeit; letztere nennt man die Di-
mension von X und bezeichnet sie mit dem Symbol dim(X).

METRIKEN AUF VEKTORRAUMEN

Es sei (X, d) ein metrischer Raum, dessen Punkte auch einen K-Vektorraum
(X, 4+, -) bilden. Motiviert durch die eingangs erwihnten Beispiele betrachtet
man folgende Vertraglichkeitseigenschaften der Metrik mit den Rechenope-
rationen in X:

V: Verschiebungsinvarianz: Va, 2o, 23 € X d(z1,x2) = d(z1+23, xo+13),
S: Skalierung: Va € K,z € X d(0, ax) = |a|d(0, z).

Das Symbol | - | steht hier wie im Folgenden fiir die Betragsfunktion des
Korpers K.

Besitzt eine Metrik die Eigenschaft V, so gilt d(z1,22) = d(0, 29 — x1);
zusammen mit Eigenschaft S wird man also dazu gefiihrt, die Abbildung
X — X, z +— d(0,z) zu betrachten, da diese die Metrik d vollsténdig fest-
legt. Man nennt sie die Norm(-funktion) von X und interpretiert ihre Werte
d(0,x) als »Léngen< der Vektoren z € X. Um zu einer intuitiven Formulie-
rung der Begriffe zu kommen, dreht man die gerade durchgefiihrte Argumen-
tationskette um und beginnt mit der Definition einer Normfunktion, aus der
man dann die Metrik gewinnt.

95



DEFINITION 52: FEin normierter Raum ist ein Paar (X, | -||) bestehend
aus einem K-Vektorraum X und einer Abbildung

I X - R
mit folgenden Eigenschaften:
1.Vxe X |z|=0&2=0,
2. Ve e X,a € K |az| = |all|z]] (positive Homogenitit),

3. Vr,ye X |lz+vyl| <|z||+ |ly|| (Dreiecksungleichung).
Die Abbildung || - || nennt man eine Norm(-funktion) (auf X ).

Jeder normierte Raum ist in natiirlicher Weise auch ein metrischer Raum,

die Abbildung
d(z,y) == [lz =yl (29)
ist ndmlich eine Metrik: Die Verwendung der Homogenitétseigenschaft 2 lie-
fert
[z =yl = (=) =)l = [ = lly =zl = [ly — |,
womit d symmetrisch ist. Die Eigenschaft 1 zeigt das ||z — y|| = 0 dquivalent

ist zu x —y = 0 also = = y. Folglich ist d reflexiv. Schliellich erh&lt man aus
der Dreiecksungleichung 3 die Dreiecksungleichung fiir die Metrik d:

o=zl =llz—y+y—zl <[z =yl +lly -zl
Man nennt d die zu der Norm ||-|| gehdrende Metrik. Es besteht die Beziehung
Vee X |z| =d(x,0) (30)

und die Metrik d besitzt offensichtlich die Eigenschaften V und S. Umgekehrt
lésst sich leicht einsehen, dass jede verschiebungsinvariante und skalierende
Metrik d eines K-Vektorraums iiber die Formel (30) zu einer Norm fiihrt.

BEISPIEL 23: Das Paar (K, |- |) ist ein normierter Raum, denn K ist ein
K-Vektorraum. Die Eigenschaften 1 bis 3 gelten bekanntermaflen fiir den Ab-
solutbetrag der reellen beziehungsweise komplexen Zahlen. Die Homogenitét
2 entspricht dabei der Multiplikativitét

Vo,y €K ay| = |2lly|
der Betragsfunktion. &
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BEISPIEL 24: Auf dem n-dimensionalen K-Vektorraum K" lassen sich die
sogenannten p-Normen definieren: Fiir p € N sei

3=

I@ree e sanlly = (aal? + .+ a5
Auch fiir den Fall p = oo hat man eine Norm:

I(x1,. .., Zn)|loo := max(|z1], ..., |2na]).

Vergleicht man mit dem Beispiel 1 der p-Metriken d,,, so erkennt man, dass
die Gleichung

|(z1,...,z0)|lp = dp((21, ..., 20),(0,...,0))

gilt. Aus dieser folgen die Eigenschaften 1 und 3 von || - ||,. Die Homogenitét
2 lasst sich einfach nachrechnen.

Man beachte auch, dass die Metrik d, gerade die im Sinn von (29) zur
Norm || - ||, gehérende Metrik ist. &

Fiir das folgende Beispiel erinnere man sich an die Definition eines Un-
tervektorraums: Eine Teilmenge Y eines K-Vektorraums (X, +,-) heiit Un-
tervektorraum von X, falls Y mit den von X iibernommenen Abbildungen +
und - selbst ein K-Vektorraum ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Y die
folgenden beiden Eigenschaften besitzt:

Uy: Vyl,yQEY y1+y2€Y,
Uy VieKyeY M yeV.

BEISPIEL 25: Ist (X, || - ||) ein normierter Raum und Y C X ein Unter-
vektorraum von X, so ist die Einschrankung || - |||y der Normfunktion auf Y
eine Normfunktion und daher ¥ ein normierter Raum.

Sind (X, || - ||x) und (Y, || - ||y) normierte Réume mit den Eigenschaften:
Y ist ein Untervektorraum von X und || - ||y ist die Einschrénkung von || - || x
auf Y, so nennt man (Y, || - ||y) einen normierten Unterraum von (X, || - ||x).

&

Wie schon mehrfach betont, befasst sich die Funktionalanalysis schwerpunkt-
méafig mit Funktionen- und Abbildungsraumen. Diese sind in der Regel nor-
mierte Rdume. Hier ein erstes Beispiel fiir einen solchen Fall:
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BEISPIEL 26: Essei (B(X,K), dy) der in Definition 44 eingefiihrte Raum
der beschrankten Funktionen auf einer Menge X.

Funktionen f: X — K, g : X — K kann man punktweise addieren und
mit Zahlen A € K multiplizieren:

f+g: X =K, 2 f(x)+g(x)
und
Af: X =K o= Af(x).
Eine zwar etwas lédngliche aber direkte Rechnung zeigt, dass die Menge

Fun (X,K) :={f: X - K}

mit diesen beiden Operationen zu einem K-Vektorraum wird, und offensicht-
lich gilt
B(X,K) C Fun (X, K).

Tatséchlich ist B(X, K) ein Untervektorraum von Fun (X, K): Man definiert
zunéchst

[flloe = doo (£, 0) = sup(|f(2)] : = € X),

wobei 0 die Nullfunktion ist. Sind f und g beschrankte Funktionen, so gilt
dann

Vee X |(f+g)(@)] < [f(x)]+]g(=)],
also ist f + g eine durch || f||c + ||g||cc beschrénkte Funktion und es gilt
1f + glloe < M1flle + [19lloc-

Ist f eine beschrankte Funktion und a € K, so gilt
Vee X [(af)(x)] = |al[f(z)],

also ist af eine durch |al|| f]|s beschrinkte Funktion und es gilt

lacflloo = el fllco-

Folglich ist B(X,K) tatséchlich ein Untervektorraum von Fun (X,K) und
die Abbildung || - ||« besitzt die Homogenitétseigenschaft und erfiillt die
Dreiecksungleichung. Offensichtlich gilt auch

Hf”oo = doo(f> 0)7

wobei 0 die Nullabbildung ist. Die Reflexivitit von d, liefert dann die Ei-
genschaft 1 einer Norm. &
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REFORMULIERUNG EINIGER METRISCHER BEGRIFFE

An diesem Punkt ist es eine niitzliche Ubung systematisch Begriffe und
Ergebnisse fiir metrische Rdume in ihrer speziellen Auspragung fiir normierte
Réume zu formulieren. Im Folgenden wird dies beispielhaft getan.

Eine Folge (z) in dem normierten Raum (X, | - ||) ist konvergent genau
dann, wenn es ein z € X gibt, mit der Eigenschaft:

Ve>03n e NVE >n ||z — 2| <e.

Eine Folge (x)) in X ist eine Cauchyfolge genau dann, wenn sie die folgende
Eigenschaft besitzt:

Ve >03dn € NVE L >n ||z, — x| <e.

Natiirlich ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt,
und jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Interessant sind wiederum
die vollstdndigen normierten Rdume — sie haben sogar einen eigenen Namen:

DEFINITION 53: Einen vollstindigen normierten Raum nennt man nach
dem polnischen Mathematiker Stefan Banach (1892 — 1945) Banachraum.

Beispiele fiir Banachraume sind die p-normierten Réume (K", ||-||,) — siehe
Korollar 33, sowie der gerade diskutierte Funktionenraum (B(X,K), | - | )-

Ist f : X — Y eine Abbildung zwischen zwei normierten Raumen
(X, || - |lx) und (Y, || - |ly), so nimmt das e-0-Kriterium fiir die Stetigkeit
in einem Punkt zy € X die folgende Form an:

Ve>036> 0 |lz —xollx <6 = |f(x) = flzo)lly <e.

STETIGKEIT DER RECHENOPERATIONEN

Fiir das Arbeiten in normierten Rdumen muss klarerweise die Beziehung
zwischen der Addition und der skalare Multiplikation einerseits und dem von
der Metrik gelieferten Konvergenzbegriff andererseits geklart werden. Dies
leistet das néchste Ergebnis:

SATZ 54: In einem normierten Raum (X, || - ||) sind die Abbildungen

+: X x X — X, (x,y) —z+y
S Kx X=X, ()= ax
-1 X =R, x|

stetig.
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BEWEIS: Zuniéchst sei festgehalten, dass die Mengen X x X und K x X
als Produkte metrischer Raume zu verstehen sind — sieche Abschnitt 1.5. Die
Produktmetrik dx . x ist also durch die Formel

dxxx((2,9), (2, y) =[x = 2| + ly = ¥/
gegeben, wihrend fiir die Produktmetrik dxy x die Formel
dixx((a,2), (o, 2) = Jo — o/ + [lz — 2|

gilt.
Es sei nun (xy, yx) eine gegen (z,y) konvergente Folge in X x X . Sei weiter
e > 0 vorgegeben. Dann gibt es ein n € N mit der Eigenschaft

Vk>n  dxex (e ye), (2,y) = |lze — 2l + [lur — vl <e

Andererseits gilt nach der Dreiecksungleichung
1@k +yk) = (2 + )| < llow — 2l + llye — vl
Zusammen genommen folgt also wie behauptet
Jim ) =+

Als Néchstes betrachtet man eine gegen («, x) konvergente Folge (ag, xy) in
K x X. Sei € > 0 vorgegeben. Die Folgen (ay) und (zj) sind nach Satz 32
konvergent. Es sei C' > 0 eine Schranke fiir die Folge (aj). Dann gibt es ein
n € N mit der Eigenschaft

€
vk > —z|| < =—
n ool < 5o

und im Fall ||z]| # 0 ein m € N mit der Eigenschaft

€
VE>m o — o] < —.
2||xl

Ist ||z]| = 0, so setzt man m = n.
Fir k£ > max(n, m) folgt nun

e (e — @) + (ar — )]

|awllle — @] 4 | — off|]]
€ € P

Ca + aayllzl =«

|z, — ax||

INIA
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wobei im Fall ||z|| = 0 der zweite Summand in der letzten Zeile nicht auftritt.
Es gilt also wie behauptet

lim apx, = ax.
k—o00

Die Stetigkeit der Normabbildung ergibt sich aus der Stetigkeit der zu-
gehorigen Metrik d(x,y) = ||z — y||: Nach Satz 36 ist dann némlich auch
|z|]| = d(x,0) stetig. O

KOROLLAR 55: Es seien (xx) und (yx) konvergente Folgen in X und
a € K. Dann sind die Folgen (zi) + (yx) = (2 +yr) und a(zy) = (axyg) kon-
vergent. Die Menge kKF(X) der konvergenten Folgen des normierten Raums
(X, ||-|]) bildet also mit der gliedweisen Addition und skalaren Multiplikation
einen K-Vektorraum.

BEMERKUNG: Im Abschnitt 2.3 wird gezeigt, dass kF(X) sogar ein nor-
mierter Raum ist.

Im Zusammenhang mit der Stetigkeit der Normfunktion ist die folgen-
de Norm-Variante der Vierecksungleichung zu nennen, die haufig niitzliche
Abschétzungen zulésst:

FESTSTELLUNG 56: Jede Norm besitzt die Eigenschaft
Ve,y e Xzl = lylll < flz =yl

BeEwEIs: Fiir die zur Norm gehoérende Metrik gilt nach Feststellung 31
die Ungleichung

|d(x,0) — d(y,0)] < d(z,y) +d(0,0).
Diese ist identisch mit der behaupteten Ungleichung. O

Feststellung 56 kann man auch so ausdriicken: Die Normabbildung ist
dehnungsbeschrinkt mit Dehnungsschranke 1.

Jeden metrischen Raum kann man nach Satz 9 vervollstandigen, also auch
jeden normierten Raum. Es stellt sich aber die Frage, ob diese Vervollstindi-
gung ein normierter Raum ist. Der Beweis fiir die positive Antwort soll hier
aus den frither schon genannten Griinden nur kommentiert werden.
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SATZ 57: Es sei (X, ||-||) ein normierter Raum. Dann ist die Vervollstandi-

gung (X, d) beziiglich der zu || - || gehdrenden Metrik d ein normierter Raum,
wobei fiir die Addition, die Multiplikation mit Skalaren sowie fiir die Norm-

funktion || - || = d(-,0) die folgenden Gleichungen gelten:

1. Sind 7,7 € X und (), (yx) Cauchyfolgen in X mit der Eigenschaft
klim i(zy) =T und klim i(yx) =1, so gilt:
—00 —00

T+ @\: kllj{.lol(l’k + yk).

2. Istz € X und (zx) eine Cauchyfolge in X mit der Eigenschaft klim i(rg) =
—00
x, so gilt fiir jedes a € K:

az = lim i(axy).
k—o0

3. Ist klirn i(xg) = T mit einer Cauchyfolge (zx) in X, so gilt:
—00
Jim ||| = 7).
—00

BEMERKUNG: Die in den Punkten 1 bis 3 des Satzes genannten Eigen-
schaften kann man salopp so zusammenfassen: Die Rechenoperationen und
die Norm der Komplettierung X sind die stetigen Fortsetzungen der Rechen-
operationen und der Norm von X, wobei man wie bei Satz 9 beschrieben,
X und i(X) gleichsetzt. Die stetigen Fortsetzungen sind eindeutig bestimmt,
da X in X dicht liegt. Noch léssiger formuliert:

__ Jeder normierte Raum X ist normierter Unterraum eines Banachraums
X, wober X dicht in X liegt.

Zum Beweis des Satzes definiert man die Addition und die skalare Mul-
tiplikation durch die im Satz angegebenen Gleichungen, muss dann aller-
dings zeigen, dass die rechten Seiten der Gleichungen unabhéngig von den
gewihlten Cauchyfolgen sind. Dies ergibt sich aus der Konstruktion der Ver-
vollstdndigung X als metrischer Raum und aus der Stetigkeit von 1.
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