VORLESUNG FUNKTIONALANALYSIS — UBUNGSBLATT 2

HAGEN KNAF, SS 2016

. Bestimmen Sie eine obere Schranke fiir die Expansion E(f) einer linearen
Abbildung
fR* = R" v~ Az, AecR"™",

wobei der R™ mit der euklidischen Metrik ds versehen sei.

Losung von Frau ?: Es gilt

dy(Ax, Az')

, I6 R?L ,
dQ(-T,J?/) o )

E(f) = sup(
folglich beginnt man damit die Gréfle do(Ax, Az’) nach oben abzuschiitzen.
Sind ay,...,a, € R™ die Zeilen der Matrix A, so gilt nach den Regeln der
Matrixmultiplikation

<CL1, x)

(az, z)
Ax = 2_ ,

(s )

wobei (z, z/) das Skalarprodukt zweier Vektoren x, 2’ € R™ bezeichnet. Es
ergibt sich

dy(Ax, Ax') > ({ag, ) — (ag, x'))?
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wobei man in der dritten Zeile die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ein-

setzt. Es folgt:
B(f) < | Y (an, ax) /Za”,
k=1

wobei a;; die Koeffizienten der Matrix A sind.
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2. Finden Sie Beispiele dehnungsbeschrinkter Abbildungen f : X — Y und
g : Y — Z mit der Eigenschaft E(go f) < E(f)E(g).

Lésung von Frau Kiegelmann: Man betrachtet die Funktionen
1 1
11L,2) = 5,1 =
THIR RIS
und 1 5
9[571]4)[132]7:1”_);

wobei man iiberall die Standardmetrik von R benutzt: d(z,z') = |z — /|

Es gilt dann:
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B(f) = swp(Est el € 1,20 £4')

z—z’
7
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sup( sz, a’ € [1,2],x # 2)
sup(m:llgc/| cx,x’ €,2,x#a2')=1

und entsprechend

Bl
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E(g) = sup( ,;," a2 € (3,13 £ 2)

= sup(lwﬁw,‘ cx,7 € [%,1},3:7&33’) =38.
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Andererseits ist (g o f)(x) = 2z, woraus sich

|22 — 22|

] cx, 2’ € 1,2,z #£a") =2

E(g o f) = sup(

ergibt.

3. Betrachten Sie die Menge C([0,27],R) aller stetigen Funktionen
f:10,27] — R mit der in der Aufgabe 3 von Blatt 1 definierten Metrik
dmax- Sind die folgenden Folgen in diesem Raum konvergent? Berechnen
Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

(a) (fx) mit fi(z) := sin(x),
(b) (gx) mit gi(x) := sin(kx),
(¢) (hx) mit hy(z) := z — +sin(kz).

Losung:
(a): Es gilt sin(3F) = —1, woraus folgt:
3m

Vk €N |sin(3§)k - sin(?)kﬂ\ =2

und folglich
dmax (sin(2)*, sin(z)*+1)) sup(| sin(z)* — sin(z) 1| : x € [0, 27])

> |sin(3F)* —sin(3F)F| = 2.



Folglich ist (f) keine Cauchyfolge, also auch nicht konvergent.

b): Fiir alle k € N gilt sin(4k%) = 0 und sin((4k+2)%) € {—1,1}, woraus
ol 4 4
olgt

Vk e N |g4k(ﬁ) - g4k+2(%)| =1L

N

Hieraus ergibt sich

sup(|gak () — gar42(2)] : = € [0, 27])

dmax(9aks Gart2) =
> gak(F) — garr2(3)| = 1.

Folglich ist (gx) keine Cauchyfolge, also auch nicht konvergent.
(c): Fir k € Nund z € [0,27] und alle k € N gilt

|z — (z — %sin(kx)ﬂ = \%sin(k:xﬂ <

El e

es folgt
1
Amax(z, 2 — z sin(kz)) <

T =

Das Konvergenzkriterium zeigt nun die Konvergenz der Folge (hy) gegen
die Funktion h(x) = z: Ist ndmlich € > 0 gegeben, so wihlt man n € N
so, dass = < e gilt. Dann gilt fiir alle k& > n:

1
dmax(z, 2 — Esin(kx)) <-<—-<e

T =
S
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