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. Es sei R C R? das Rechteck [a,b] X [¢,d], a,b,c,d € R, a < bund ¢ < d.

(a) Berechnen Sie die Expansion E(T") der Abbildung

T: C(R,R) — R, f|—>/fdx,
R

wobei C(R,R) mit der Metrik d., und R mit der Standardmetrik
versehen seien.

(b) Wird durch die Abbildung
D: C(R,R) x C(R,R) =R, (f,9) = T(|f —gl)

eine Metrik auf C(R,R) definiert? Begriinden Sie Ihre Antwort
prazise.

LOSUNGEN

1. (a): Nach Definition der Expansion gilt

IT(f) ~ T(g)]

Wir schétzen die Expansion zunéchst moglichst scharf nach oben ab:

T(f) =Tl = |[fde— [gdzl

E(T) = sup( 1 f,9 € C(R,R), f # g). (1)

R R
=|£f—gwﬂ
< £U—ng
< max(|f(z) —g(zx)|:x € R)gdx

= dOO(fa g)(b - a)(d - C)v



wobei in der zweiten Zeile die Additivitéit des Integrals, in der dritten
und vierten Zeile aus der Analysis bekannte Standardabschitzungen
fiir Integrale und in der fiinften Zeile die Definition der Supremums-
Metrik genutzt werden, wobei man einsetzt, dass die stetige Funktion
|f — g| auf der kompakten Menge R ein Maximum besitzt.

Einsetzen in die Formel (1) liefert

doo (f,9)(b—a)(d = ¢)
doo(f, 9)

Wir zeigen nun, dass diese Ungleichung in Wahrheit eine Gleichung ist,
indem wir zu jedem € € (0, (b — a)(d — ¢)) eine Funktion f. € C(R,R)
angeben, fiir die duo(fe,0) =1 und |T(f.) — T(0)] > (b—a)(d —c) — ¢
gilt (0 bezeichnet die Nullfunktion.).

Da es wesentlich {ibersichtlicher ist den Graphen dieser Funktion zu
beschreiben, als die Funktionsgleichung anzugeben, verfolgen wir die-
sen Weg: Es sei 0 < § < min(%5%, 45¢). Man betrachtet den Pyra-
midenstumpf P C R? mit Grundfliche R, Hohe 1 und Deckfliche
l[a+06,b—0] X [c+d,d—0] x {1}. Es sei ps eine Funktion aus C(R, R),
welche die Oberfliche von P ohne R als Graph besitzt. Dann gilt

doo(ps,0) = 1 und

T(ps) =TO) = ((b—=0)—=(a+0))((d—10)—(c+9))
= (b—a)(d—c)—25(b—a+d—c)+ 45>

E(T) < sup(

:fngC(RﬂR)7f7ég) = (b*a)(d*C)

— siehe Skizze.

Zu gegebenem € > 0 kann man also § > 0 so wéahlen, dass

146 = 26(b—a+d—c)| < e
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Die Funktion f. := ps erfiillt dann die Anforderungen.

1. (b): Zunéchst ist D wohldefiniert, das heift D(f, g) existiert, weil
die Differenz und der Betrag stetiger Funktionen wieder stetig sind.

Symmetrie: D(f,g) = ]{ |f = glde = }j; lg — fldx = D(g, f).
Reflexivitit: D(f, f) = [0dz = 0.
R

Gilt andererseits h(xg) # 0 an einer Stelle g € R fiir eine nicht-
negative, stetige Funktion h : R — R, so gibt es eine offene Menge
U C R mit gy € U und h(z) # 0 fiir alle z € U. Daher gilt dann
[ hdz # 0. Folglich ergibt sich aus D(f, g) = 0 die Gleichung |f—g| =0

R
und daher f = g.
Dreiecksungleichung: Es seien f,g,h € C(R,R).

D(H) = [If =hldr = [If =g+g—hlds
< T1f—gl+lg—hlds
< Z"|f—g|dx+£|g—h|dl‘
= D(f,g9)+ D(g,h).

Insgesamt wurde gezeigt, dass es sich bei D um eine Metrik handelt.



