VORLESUNG FUNKTIONALANALYSIS — UBUNGSBLATT 4

HAGEN KNAF, SS 2016

1. Es sei R[X] die Menge aller Polynome in der Variablen x mit reellen Koef-
fizienten. Die Addition von Polynomen und die Multiplikation mit reellen
Zahlen seien, wie aus der Analysis bekannt, koeffizientenweise definiert.

Die folgenden Teilaufgaben sind voneinander unabhéingig.

(a) Zeigen Sie, dass R[x] zusammen mit der Abbildung

I |5 : Rlz] = R, Zak:ﬁk — max(|ax| : k € {0,...,n})
k=0

einen unvollstédndigen normierten Raum bildet.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

dp
Rlz] = Rz], p— g

im Punkt 0 unstetig ist.

(¢) Beweisen Sie: Die abgeschlossene Kugel BJ0, 1] in R[X] ist nicht kom-
pakt.

(d) Diein (a) definierte Norm kann man wie folgt einsetzen: Es sei R[z]3
die Menge aller reellen Polynome vom Grad 3. Es sei py € R[z]5 ein
Polynom mit drei verschiedenen reellen Nullstellen, die alle ungleich
0 sind. Dann gibt es ein » > 0 mit der Eigenschaft: Die in Rz]s
offene Menge B(po,r) N R[z]|3 enthilt ausschlieflich Polynome mit
drei verschiedenen reellen Nullstellen, die alle ungleich 0 sind.

2. Auf dem R-Vektorraum C?([a, b], R) sei die Abbildung
2 df
- 1l: C*([a,b],R) = R, f(t)— || flleo + HEHoo

gegeben. Zeigen Sie, dass (C%([a,b],R),| - ||) ein Banachraum ist.

Hinweis: Was wissen Sie aus der Analysis iiber den Grenzwert der Folge
(%) der Ableitungen einer gleichmifig konvergenten Folge (f:) stetig
differenzierbarer Funktionen?
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