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LOSUNGEN

Aufgabe 1: Betrachten Sie die Menge H aller Abbildungen f : R? — R?
der Form

(1)

f(z)=Az+b, AeR>? beR>

Zeigen Sie, dass H zusammen mit der Verkettung o von Abbildungen
als innerer Verkniipfung ein Monoid bildet. Ist es kommutativ?

LOsuNG: Es ist zunéichst zu zeigen, dass fiir beliebige f,g € H auch

go f € H gilt. Ist f(z) = Az + b und g(x) = Bz + d, so folgt unter
Verwendung der Rechenregeln fiir die Matrixmultiplikation:

(go f)(x) = B(Az +b) + d = BAx + Bb+d = (BA)z + (Bb + d),

womit g o f die angestrebte Form besitzt, also in H liegt.

Das Assoziativgesetz gilt in (H, o), da es fiir die Verkettung beliebiger
Abbildungen gilt.

Die identische Abbildung R? — R?, = + z, liegt in H, da sie durch
A = E (Einheitsmatrix) und b = 0 gegeben ist. Folglich besitzt (H, o)
ein neutrales Element, ist also ein Monoid.

Das Kommutativgesetz gilt nicht: Fiir f(z) = z + b und g(x) = Az
mit Ab # b, gilt (go f)(x) = Ax+ Abund (fog)(x) = Az +b. Folglich
ist nach Voraussetzung (g o f)(0) # (f o g)(0).

Welche Elemente von (H, o) sind invertierbar?

LOsuNG: Ein Element f € H ist invertierbar genau dann, wenn f eine
Umkehrabbildung besitzt, das heifit bijektiv ist, und diese in H liegt.
Letzteres ist nicht klar!

Wir zeigen zunéchst, dass die durch die Gleichungen t,(x) := x + b,
b € R?, definierten Abbildungen t, € H alle bijektiv sind. Wie man
direkt nachrechnet gilt namlich ¢ty 0t_p = t_ oty = id. Die Abbildung
tp besitzt also die Umkehrabbildung ¢_.

Es sei nun f € H bijektiv, wobei f(z) = Az + b. Da die Verkettung
bijektiver Abbildungen bijektiv ist, ist auch die Abbildung t_; o f



bijektiv, wobei (t_p o f)(x) = Ax gilt. Aus der linearen Algebra weif3
man, dass eine Abbildung der Form

g:R> > R% 2+ Az

genau dann bijektiv ist, wenn die Matrix A eine inverse Matrix A~! be-
sitzt. Die Umkehrabbildung ¢! ist dann durch die Gleichung
g Y(x) = A~z gegeben. Es folgt also (t_y o f)~!(z) = A 1z

Andererseits ist (t_, o f)7! = f~lo t:é = f~lot,. Es folgt also
flz)=A"1e — A~ p,

Es wurde gezeigt: Ist f € H, f(x) = Az + b, bijektiv, so liegt auch
die Umkehrabbildung f~' in H, f ist also invertierbar in H, und die
Matrix A muss invertierbar sein.

Ist umgekehrt f(x) = Ax + b mit einer invertierbaren Matrix A, so ist
die Abbildung g(x) = A~'z — A~'b die Umkehrabbildung zu f und
damit f invertierbar in H.

(3) Bestimmen Sie drei verschiedene Losungen der Gleichung X? = id in
H.

LOsuNG: Die Elemente fi(z) := Az mit

-1 0 -1 0 1 0
m= (8 )= ()= (g )

sind Losungen, denn es gilt f2(x) = (fx o fi)(z) = ApApz = .

Aufgabe 2: Es sei n > 2 eine beliebige natiirliche Zahl. Eine Matrix M =
(mj ;) mit n Zeilen und Spalten sowie Koeffizienten m; ; € Z heifit magisches
Quadrat, falls die Zeilensummen

mi1+mi2+...+mi,, t=1,...n,
die Spaltensummen
mi1; +moj+ ...+ Mnpj, i1=1,...n,
und die Diagonalsummen
mi1+me2+...+Mpn, Mip+tMap_1+...+Mp1

alle denselben Wert s(M) besitzen. Dieser Wert wird >Summe von M < ge-
nannt. Es bezeichne Mag(n) die Menge der magischen Quadrate mit n Zeilen
und Spalten.



(1)

Ist Mag(n) zusammen mit der Matrixaddition eine Halbgruppe, ein
Monoid oder eine Gruppe?

LOsuNG: Wir testen zunchst, ob die Summe zweier magischer Quadra-
te M = (a;;) und M’ = (b; ;) wieder ein magisches Quadrat ist. Die
Summenmatrix (a; ;) + (bi;) = (ai; + bi ;) besitzt die Zeilensummen

ai1+biitai2+biot...+aint+tbin = a1taiz2t+...taintbiitbiot...

s(M) + s(M'),

das heifit die Zeilensummen haben alle denselben Wert s(M) + s(M').
Die analoge Rechnung fiir die Spalten- und die Diagonalsummen liefert
dasselbe Ergebnis. Folglich ist M + M’ ein magisches Quadrat und
Mag(n) ist eine Halbgruppe, da das Assoziativgesetz fiir die Addition
beliebiger Matrizen gilt, wie aus der linearen Algebra bekannt ist.

Die Nullmatrix ist offensichtlich ein magisches Quadrat (mit der Sum-
me 0). Da die Nullmatrix das neutrale Element der Matrixaddition ist,
ist Mag(n) also sogar ein Monoid.

Die Zeilensummen der Matrix —M = (—a; ;) zu einem magischen Qua-
drat M = (a; ;) sind

(—ai1) + (—as2) + ... + (—ain) = —s(M)

Die analoge Rechnung fiir die Spalten- und die Diagonalsummen lie-
fert dasselbe Ergebnis. Folglich ist —M ein magisches Quadrat und
Mag(n) ist sogar eine Gruppe.

Es sei sg € Z. Beschreiben Sie die Menge Mag(n, sp) der magischen
Quadrate M mit der Summe s(M) = so mit Hilfe der Menge der
magischen Quadrate Mag(n,0) mit der Summe 0. Wie grof} ist die
Menge Mag(n, sg)?

LOsuNnG: Unter Punkt 1 haben wir gezeigt, dass fiir zwei magische
Quadrate M, M’ stets s(M + M') = s(M) + s(M') gilt, das heifit die
Abbildung

s:Mag(n) = Z, M +— s(M)

ist ein Gruppenhomomorphismus. Fir My, M € Mag(n, so) gilt da-
her s(M — My) = s(M) — s(My) = sp — so = 0, also M — My €
Mag(n,0). Da M = My + (M — M) gilt, ist also jedes magische Qua-
drat M € Mag(n, sg) Summe My + M; des magischen Quadrats M)
und einem magischen Quadrat M; € Mag(n,0). Umgekehrt hat jedes
magische Quadrat der Form M+ M; mit M; € Mag(n,0) die Summe
s(My + My) = so + 0 = sg. Folglich gilt

Mag(n, so) = Mo + Mag(n,0);

+ bi,n



insbesondere gibt es genauso viele magische Quadrate der Summe sg
wie es magische Quadrate der Summe 0 gibt.

Aufgabe 3:

(1)

Bestimmen Sie ein e € N so, dass fiir die Permutation

o 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
T=\6 17 19 16 10 15 18 11 7 9 20 1 4 2 13 12 5 14 8

die Gleichung ¢¢ = id gilt.

LOSUNG: Wir schreiben die Permutation mit Hilfe des in der Vorlesung
vorgestellten Verfahrens als Produkt von disjunkten Zykeln. Es ergibt
sich:

c=(16151341612)0(2175109 7 18 14)0(3 19 8 11 20) =: 71075073

Fiir einen r-Zykel 7 gilt 7" = id. Also 7{ =id, 7§ = id und 7§ = id.
Da die Zykel 7; disjunkt sind, folgt

0_5~7-8 _ 7_15~7~8 o 7_25~7~8 o 7_35-7~8 — (7_17)5~8 o (7_8)5~7 o (7_5)7~8 —id.

Zeigen Sie, dass die Menge U aller Permutationen 7 € Sy mit der
Eigenschaft

T(2k) =2k, k=1,2,...,10,
eine Untergruppe von Sy ist. Wieviele Elemente besitzt U?

LOsuNG: Wir zeigen zunéchst, dass mit 7,7/ € U auch 7o 7' € U gilt.
Hierzu muss (7 o 7')(2k) berechnet werden:

(107 (2k) = 7(7'(2k)) = T(2k) = 2k,

also tatséchlich 7o 7" € U.
Weiter muss id € U gelten. Dies ist offensichtlich.

Schliefllich muss zu jedem 7 € U auch 77! € U gelten. Aus der
Gleichung 7(2k) = 2k folgt durch Verkniipfen mit 7= von links:
Y7 (2k)) = 77Y(2k). Da 77 1(7(2k)) = id (2k) = 2k gilt, folgt die
Behauptung.

Die Permutationen 7 € U permutieren die ungeraden Zahlen {1,3,5,...,19}
in jeder moglichen Weise. Da es 10 solcher Zahlen gibt, gilt

U|=101=2-3-4-...-10 = 3628800.



Aufgabe 4: Betrachten Sie die Diedergruppe D~ des regelméfligen 7-Ecks.

(1)

Bestimmen Sie alle Untergruppen von Dy.

LOsuNG: Nach dem Satz von Lagrange besitzt eine Untegruppe U von
Dy einen Teiler der Elementezahl |D7| = 14 als Elementezahl. Damit
kommen die Zahlen 1,2,7,14 in Frage.

Die Zahlen 1 und 14 liefern die Untergruppen {id } und Ds.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Menge der verschiedenen
Drehungen eine Unterguppe von D7 mit sieben Elementen bildet. Ei-
ne weitere Untergruppe mit sieben Elementen gibt es nicht: In einer
solchen Untergruppe U miisste eine Spiegelung 7 liegen, und damit
wére die Menge {id, 7} eine Untergruppe mit zwei Elementen in U.
Das ist nach dem Satz von Lagrange unmoglich.

Jede der sieben Spiegelungen 7 des 7-Ecks liefert eine Untergruppe
{id, 7} mit zwei Elementen. Ist andererseits U eine Untergruppe mit
zwei Elementen und 7 € U, 7 # id, so gilt 72 = id. Folglich ist
T eine Spiegelung oder eine Drehung um m. Letztere ist aber keine
Symmetrieoperation des 7-Ecks, das heifit liegt nicht in Ds.

Es sei 7 € Dy eine Spiegelung und ¢ € D7 die Drehung um 27” Losen

Sie die Gleichung

(0507)033:7'002

und geben Sie die Losung in der Standardform 7% o of, k € {0,1},4 €
{0,1,2,3,4,5,6} an.

LOSUNG: In D7 gilt die Gleichung o o7 = 7069, wie in der Vorlesung
gezeigt wurde. Wendet man diese Gleichung, sowie 72 = id = o
wiederholt an, so erhdlt man:

r = Tocd’oTo0?

= 7'00'0’7'00'600'2

= 7’00'07'00'8
TOOOTOO

TOTOO'600'

’7'200'7

= id.
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