1 Algebraische Strukturen

1.1 Innere Verkniipfungen
1.1.1 Grundbegriffe und Beispiele

In der Analysis wie auch in der linearen Algebra kommen verschiedene Arten
von »Rechenoperationen< vor, bei denen man jeweils (zwei) mathematische
Objekte der gleichen Art miteinander »verkniipft<« und wieder ein Objekt
dieser Art als Ergebnis geliefert bekommt. Die folgende Liste enthélt einige
Beispiele:

1. Die Addition m + n zweier natiirlicher Zahlen m,n € N.
2. Die Vereinigung M U N zweier Mengen M und N.

3. Die Addition = + y zweier Vektoren z,y € R" des n-dimensionalen
reellen Raums.

4. Die Multiplikation A-B zweier reeller Matrizen A, B € R™*" mit n € N
Zeilen und Spalten.

5. Das Vekorprodukt z X y = (22y3 — X3ys, T3y1 — T1Y3, T1Y2 — T2y ) zweier
Vektoren x = (1,79, 73),y = (y1,¥2,y3) € R? des 3-dimensionalen
reellen Raums.

Diese Rechenoperationen oder Verkniipfungen besitzen Gemeinsamkeiten,
unterscheiden sich aber auch in einigen Eigenschaften auch erheblich: Fiir
die Addition natiirlicher Zahlen gilt die als Assoziativgesetz bekannte Regel

(l+m)+n=1014+(m-+n).

Auch die Vereinigung von Mengen gehorcht diesem Gesetz: (K U M) U N =
KU(MUN). Da die Addition von Vektoren komponentenweise definiert ist,
und die Addition reeller Zahlen dem Assoziativgesetz gehorcht, gilt dasselbe
auch fiir die Vektoraddition. Die Matrixmultiplikation ist ebenfalls assozia-
tiv; der Nachweis kann mit einer einfachen aber etwas langlichen Rechnung
gefithrt werden. Das Vektorprodukt dagegen ist nicht assoziativ: Nach Defini-
tion steht x x y stets senkrecht auf x und y. Weiter gilt x x y = 0 genau dann,
wenn x und y linear abhéngig sind. Sind nun x und y linear unabhéngige Vek-
toren, so folgt daher x x (z X y) # 0. Andererseits ist (z x x) xy = 0xy = 0.
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Bezeichnet man mit () die leere Menge, so gilt M U = QU M = M fiir
eine beliebige Menge M, das heifit die Verkniipfung mit der leeren Menge
bewirkt nichts. Analog verhilt sich der Nullvektor 0 € R™ in bezug auf die
Vektoraddition, x + 0 = 0 4+ z = z fiir einen beliebigen Vektor x, und die
Einheitsmatrix £ € R™ " in bezug auf die Matrixmultiplikation, A - £ =
E - A = A fiir alle Matrizen A. Fiir die Addition natiirlicher Zahlen und
das Vektorprodukt gibt es jeweils keine Elemente, die sich in dieser Weise
s>neutral< verhalten.

Auch in Bezug auf das >»neutrale Element<, falls es denn vorhanden ist,
verhalten sich die Verkniipfungen verschieden: Fiir die Vektoraddition gilt
stets x + (—z) = 0. Zu einer nicht leeren Menge M gibt es aber keine Menge
N mit der Eigenschaft M UN = (). Im Fall der Matrizen gibt es zu A € R"*"
nur manchmal eine Matrix B mit der Eigenschaft A- B = F.

Zum Schluss dieser Diskussion sei schlieflich festgehalten, dass das Er-
gebnis einer Verkniipfung in den Beispielen 1 bis 3 nicht von der Reihenfolge,
in der man verkniipft, abhéngt. Bei den Beispielen 4 und 5 ist das dagegen
der Fall. Im Fall des Vektorprodukts gilt dabei stets x x y = —(y x x).

Durch Abstraktion, also das Wegnehmen aller speziellen Eigenschaften
von den obigen Beispielen und das Herausarbeiten der wesentlichen gemein-
samen Eigenschaften, gelangt man zu der folgenden

DEFINITION 1: Fine innere Verkniipfung einer Menge M ist eine Abbil-
dung

v:MxM— M;

die Bilder v(my, my) werden in der Regel als my - my geschrieben, um aus-
zudriicken, dass die beiden Elemente my,mo € M miteinander verkniipft
werden.

Man nennt die innere Verkniipfung v assoziativ, falls das Assoziativgesetz

Vmq,ma,mg € M (mq - ms) - mg = my - (Mg - m3)

gilt.
Man nennt v kommutativ, falls das Kommutativgesetz

VYmi,mo € M mq-mg = mo-my

gilt.
FEin Element e € M heif$st neutrales Element von v, falls es die Eigenschaft

YmeM m-e=e-m=m



besitzt.
Besitzt die innere Verkniipfung v ein neutrales Element e € M, so nennt
man ein Element m’ € M Inverses zu m € M, falls es die Figenschaft

m-m'=m' -m=e
besitzt.

Die Verwendung des Symbols - fiir eine allgemeine innere Verkniipfung ist
zwar willkiirlich, hat sich aber in der mathematischen Literatur durchgesetzt,
obwohl eine Verwechslungsgefahr mit dem Symbol fiir die Multiplikation von
Zahlen besteht. Wie die oben diskutierten Beispiele zeigen, verwendet man
im Fall konkreter Verkniipfungen durchaus auch andere Symbole wie etwa +
oder U.

Die Definition 1 wirft einige Fragen auf:

e Sind fiir eine assoziative Verkniipfung auch Ausdriicke wie zum Beispiel
(mq - mg) - (mg - my) und my - ((mg - m3) - my) gleich?

Allgemeiner: Darf man in einem Ausdruck, in dem mehrerer Elemente
verkniipft werden, die Klammern beliebig setzen, solange die Klamme-
rung ein zuléssiger Ausdruck ist?

Man beachte hierbei, dass die Klammern stets so gesetzt werden miissen,
dass die Vorschrift zur Berechnung des Ausdrucks eindeutig erkennbar
ist. Die Ausdriicke m; -mg-mg und my - (ms-ms)-my sind zum Beispiel
nicht zuléssig, da sie mehrdeutig sind.

e Kann eine innere Verkniipfung mehrere neutrale Elemente besitzen?

e Das Inverse eines Elements hidngt vom neutralen Element ab. Kann
es bei festem neutralem Element mehrere Inverse zu einem Element
geben?

Diese Fragen sollen nun der Reihe nach beantwortet werden.

FESTSTELLUNG 2: FEs seien v : M x M — M eine innere Verkniipfung
und mq,...m, € M.

Gilt fiir v das Assoziativgesetz, so liefern fiir r > 3 alle zuldssig geklam-
merten Ausdriicke, in denen die m; in der Reihenfolge ihrer Nummerierung
auftreten, dasselbe Ergebnis.



Gilt fiir v zusdtzlich das Kommutativgesetz, so kann man fir r > 2 die
m; in beliebiger Reihenfolge miteinander verkniipfen ohne das FErgebnis zu
dndern.

BEWwWEIS: Beide Behauptungen werden durch vollstdndige Induktion nach
r beweisen. Zunéchst zum Assoziativgesetz:

Induktionsanfang (r = 3): Dies ist gerade das Assoziativgesetz laut Defi-
nition.

Induktionsschritt: Man zeigt, dass das Ergebnis jedes zulédssig geklam-
merten Ausdrucks A aus r + 1 > 3 Elementen my, ..., m, 1 € M gleich dem
Ergebnis des Ausdrucks

my - (mg-(ms- (... (my-mpyq)...) (1)

ist. Am Beispiel » = 4 sieht man, wie das gemeint ist: Der Ausdruck A =
(mq - mg) - (m3 - my) ist zuldssig geklammert. Er ist gleich dem Ausdruck
my - (mg-(ms3-my)), weil man mg-my als ein Element von m € M betrachten
und das Assoziativgesetz anwenden kann:

(my-mg) - (mz-my) = (Mmq-mag)-m =my-(mg-m)=my-(mg-(ms3-my)).

Im allgemeinen Fall argumentiert man so: Da A zuldssig geklammert ist,
besitzt er die Form A = Ay - A mit zuldssig geklammerten Ausdriicken A,
und A,. Ist Ay = mq, so gilt nach Induktionsannahme

Ay =mg-(mz-(myg-(...(my-mpyq)...),

woraus die Behauptung direkt folgt. Andernfalls gilt fiir ein s € {2,...,7}
nach Induktionsannahme

Al :m1~(mg-(m3~(...(ms,1-ms)...),
und folglich

A~ Ay = (my-(mo-(mg- (... (Mms—1-mg)...)) Ay
= my-((ma-(mz-(...(Ms_1-myg)...) Ag),

wobei man das Assoziativgesetz benutzt. Nach Induktionsannahme gilt

(mg-(mg- (... (Mmg_1-mg)...)- Ay =mg- (mg-(myg-(...(My - mpiq)...),



woraus wiederum die Behauptung folgt.

Nun zum Kommutativgesetz.

Induktionsanfang (r = 2): Dies ist gerade das Kommutativgesetz laut
Definition.

Induktionsschritt: Man betrachtet eine Umordnung k4, . . ., k.1 der natiirli-
chen Zahlen 1,...,r+ 1, r+1 > 2. Im Fall k& = 1 gilt nach Induktionsan-
nahme

My * oo " Mgy ] = M2+ oo Myt

r+1

also wie behauptet

Mgy * Mgy =« oo " Mgy =M~ Mg ... My,

r+1

Andernfalls gilt nach Induktionsannahme zunéchst

mk2~...~mkr+l:mlm..'mrﬂ,
und daher
Mpy =My * v o "My = Mgy =M e Mg
= My Mk .. Mpy1
= M1 -Mao- ... Mypy,

wobei man my, solange mit dem jeweils rechts stehenden Faktor tauscht, bis
es an der seinem Index k; entsprechenden Position im Produkt steht. Hierbei
wird das Kommutativgesetz verwendet.

Man beachte, dass wegen der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes in den
oben aufgefiihrten Produkten keine Klammern gesetzt werden miissen. O

FESTSTELLUNG 3: FEine innere Verkniipfung besitzt hdchstens ein neu-
trales Element.

BEWEIS: Es seien e; und ey zwei neutrale Elemente der inneren Ver-
kniipfung -. Dann gilt e; = e; - e3 = €5, wobei man fiir das erste Gleichheits-
zeichen die Neutralitdt von es benutzt und fiir das zweite die Neutralitat von
€1. O

Die Feststellung 3 besitzt trotz ihres einfachen Beweises wegen ihrer All-
gemeinheit etwas Uberraschendes.

Der Begriff des Inversen wird durch die Eindeutigkeit des neutralen Ele-
ments selbst wesentlich klarer. Das folgende Ergebnis geht diesbeziiglich noch
einen Schritt weiter:



FESTSTELLUNG 4: Besitzt eine innere Verkniipfung ein neutrales FEle-
ment und qilt das Assoziativgesetz, so besitzt jedes Element hdchstens ein
Inverses.

BEWEIS: Es sei - eine assoziative innere Verkniipfung der Menge M mit
neutralem Element e € M. Es seien m' und m” zwei Inverse zu m € M.
Dann gilt

m =m'-e=m'-(m-m")y=m -m)-m"=e-m"=m".
O

Man passt nun auch die mathematische Notation den Ergebnissen an:
Ist - eine innere Verkniipfung der Menge M, so bezeichnet man das neu-
trale Element, falls es existiert, nicht mehr mit einem willkiirlich gew&hlten
Buchstaben, sondern mit dem Symbol 1, in Ubereinstimmung mit dem Mul-
tiplikationssymbol fiir die Verkniipfung.

Besitzt - ein neutrales Element und ist assoziativ, so bezeichnet man
entsprechend das Inverse eines Elements m € M mit dem Symbol m ™.

Diese Konventionen gelten fiir die Untersuchung allgemeiner Verkniipfun-

gen. In speziellen Fillen wird durchaus davon abgewichen.

Entsprechend ihrer Bedeutung zeichnet man assoziative innere Verkniipfun-
gen (mit neutralem Element) besonders aus:

DEFINITION 5: Eine Halbgruppe ist ein Paar (H,-) bestehend aus einer
nicht leeren Menge H und einer assoziativen inneren Verknipfung - von H.
FEin Monoid ist eine Halbgruppe (H,-) fir die - ein neutrales Element besitzt.
Fine Gruppe ist ein Monoid (H,-), in dem jedes Element ein Inverses besitzt.

Man nennt eine Halbgruppe, ein Monoid oder eine Gruppe (H, -) endlich
oder unendlich, wenn die Menge H endlich oder unendlich ist. Ist H endlich,
so steht das Symbol |H]| fiir die Anzahl der Elemente von H. Diese wird
(etwas missverstéindlich) auch als Ordnung von H bezeichnet.

Man nennt eine Halbgruppe oder ein Monoid (H, -) kommutativ, wenn das
Kommutativgesetz gilt. Eine Gruppe (H,-), in der das Kommutativgesetz
gilt, nennt man abelsch, zu Ehren des norwegischen Mathematikers Niels
Henrik Abel (x 1802, T 1829). Abel zeigte mit Hilfe der Theorie endlicher
Gruppen, dass es fiir die Gleichung fiinften Grades

25 4+ agrt 4+ a3x 4+ a0r® + a1z + ag =0
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mit reellen Koeffizienten keine allgemeine Losungsformel gibt, anders als fiir
die entsprechenden Gleichungen niedrigeren Grades. Man hatte vorher iiber
mehrere Jahrhunderte hinweg versucht eine solche Formel zu finden.

Die folgenden Beispiele von Halbgruppen, Monoiden und Gruppen spielen
in der Mathematik wegen ihres hiufigen Auftretens eine wichtige Rolle.

BEISPIEL 6 (ZAHLBEREICHE): In der Schule und zu anfang des Studi-
ums lernt man die folgenden Zahlbereiche kennen. Ihre Struktur ist jeweils
angegeben, wobei das Verkniipfungssymbol + fiir die Addition und das Ver-
kniipfungssymbol - fiir die Multiplikation im jeweiligen Zahlbereich steht.

e Natiirliche Zahlen (N, 4): kommutative Halbgruppe.
e Natiirliche Zahlen (N, -): kommutatives Monoid.

e Ganze Zahlen (Z,+): abelsche Gruppe.

e Ganze Zahlen (Z,-): kommutatives Monoid.

e Rationale Zahlen (Q, +): abelsche Gruppe.

e Rationale Zahlen (Q \ {0}, -): abelsche Gruppe.

e Positive rationale Zahlen (Q>°,-): abelsche Gruppe.
e Reelle Zahlen (R, +): abelsche Gruppe.

e Reelle Zahlen (R \ {0}, -): abelsche Gruppe.

e Positive reelle Zahlen (R, -): abelsche Gruppe.

e Komplexe Zahlen (C, +): abelsche Gruppe.

e Komplexe Zahlen (C\ {0}, -): abelsche Gruppe.

KONVENTION: In diesem Skript wird das Symbol K verwendet, wenn wahl-
weise eine der Mengen Q, R oder C gemeint ist.

BEISPIEL 7 (VEKTORADDITION): Die Menge K™ von Vektoren mit Kom-
ponenten im Zahlbereich K bilden zusammen mit der komponentenweisen

Addition
(@1, ... an) + (b1,...,by) := (a1 + b1, ...,a, + by)
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eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist der Nullvektor

0:=(0,...,0),
das Inverse eines Vektor (ay,...,a,) ist der Vektor
—(ay,...,an) == (—ay,...,—ay,).

BEISPIEL 8 (MATRIXOPERATIONEN): Die Menge K™*™ der Matrizen

a1 a12 N AT

21 929 ... Qop
(ai) :=

Am1 Am2 ... AOmn

mit m Zeilen und n Spalten sowie Koeffizienten a;; im Zahlbereich K bilden
zusammen mit der koeffizientenweisen Addition

(aij) + (bij) := (ai; + bij)
eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist die Nullmatrix
0:= (aij), a;; =0 fir alle ¢ und j.
Das Inverse der Matrix (a;;) ist die Matrix
—(a) = (—aq).

Die Menge K"*™ der Matrizen mit n Zeilen und n Spalten sowie Koeffizienten
a;; im Zahlbereich K bilden zusammen mit der Matrixmultiplikation

(ai) - (bij) = (O aibj)

ein Monoid. Im Fall n > 2 ist dieses nicht kommutativ. Das neutrale Element
ist die Einheitsmatrix

10 0 0

01 0 0
E=100

Do 0

0 0 0 1
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BEISPIEL 9 (PUNKTWEISE OPERATIONEN MIT FUNKTIONEN): Es sei
M eine nicht leere Menge und Fun (M,R) die Menge aller Abbildungen
f : M — R. Solche Abbildungen nennt man auch Funktionen auf M; die
Félle M = (a,b), M = [a,b] und M = R sind aus der Analysis vertraut.

Zwei Funktionen f, g € Fun (M,R) kann man punktweise addieren und
multiplizieren:

frg:M =R, me f(m)+gm),

und erhélt als Ergebnis wieder eine Funktion M — R.

Da fiir die Addition und die Multiplikation reeller Zahlen das Assoziativ-
gesetz und das Kommutativgesetz gelten, gelten diese Gesetze auch fiir die
punktweise Summe und das punktweise Produkt von Funktionen.

Die Nullfunktion 0 : M — R ist durch 0(m) := 0 fur alle m € M definiert.
Sie ist das neutrale Element der punktweisen Addition.

Die Einsfunktion 1 : M — R ist durch 1(m) := 1 fiir alle m € M definiert.
Sie ist das neutrale Element der punktweisen Multiplikation.

Zu jeder Funktion f : M — R kann man die Funktion —f : M — R durch
(—f)(m) := —f(m) fir alle m € M definieren. Dann gilt f 4+ (—f) = 0, das
heifit —f ist das Inverse zu f beziiglich der punktweisen Addition.

Insgesamt hat man jetzt bewiesen: (Fun (M, R), +) ist eine abelsche Grup-
pe und (Fun (M, R),-) ist ein kommutatives Monoid.

BEISPIEL 10 (VERKETTUNG VON ABBILDUNGEN): Es sei M eine nicht
leere Menge und Abb (M) die Menge aller Abbildungen f : M — M. Fiihrt
man eine Abbildung g € Abb (M) nach der Abbildung f € Abb (M) aus, so
erhélt man insgesamt eine mit g o f bezeichnete Abbildung, die hiufig als
Verkettung von f mit g bezeichnet wird. Nach Definition gilt

Vm e M (go f)(m)=g(f(m)),
woraus das Assoziativgesetz
Vf.9.h € Abb(M) (hog)of=ho(go )

durch einfaches Nachrechnen folgt.
Die identische Abbildung oder Identitdt id : M — M, m +— m ist
offensichtlich das neutrale Element der inneren Verkniipfung o.
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Besitzt M mehr als zwei Elemente, so ist (Abb (M), o) nicht kommutativ:
Sind a,b,¢c € M namlich drei verschiedene Elemente von M, so kann man
Abbildungen f und g wie folgt definieren:

fla):=0b, f(b):=a, VYme M\ {a,b} f(m):=m,

g(b) :=¢, g(c):=b, ¥Yme M\ {b,c}g(m):=m.

Fiir diese Abbildungen gilt (f o g)(a) = f(g(a)) = f(a) =bund (go f)(a) =
9(f(a)) = g(b) = c. Es folgt fog#go f.

Diejenigen Elemente eines Monoids die ein Inverses besitzen, spielen {iber-
all in der Mathematik eine besondere Rolle.

DEFINITION 11: Die Elemente eines Monoids (H,-), die ein Inverses be-
sitzen, nennt man auch invertierbare Elemente von H. Die Menge aller in-
vertierbaren Elemente von (H,-) wird mit H* bezeichnet.

Bei der Bezeichnungsweise H* unterdriickt man die eigentlich notwendige
Angabe der Verkniipfung -, ein {ibliches Vorgehen um zu komplexe Bezeich-
nungen zu vermeiden.

Nach Definition sind Gruppen gerade die Monoide (H, ) fir die H = H*
gilt.

BEISPIEL 12 (ZAHLBEREICHE (Forts.)): o (N,-)*={1}.
o (Z,)* ={-1,1}.

BEISPIEL 13 (MATRIXOPERATIONEN (Forts.)): Zu einer Matrix A €
(K™™,-)* muss eine Matrix B € K™*" existieren, fir die A-B=B-A=F
gilt. In der linearen Algebra nennt man Matrizen, die diese Bedingung erfiillen
invertierbar, konsistent mit der hier allgemein fiir Monoide eingefiihrten Be-
zeichnung.

Nach dem Determinantenproduktsatz der linearen Algebra gilt

det(A - B) = det(A) det(B) = det(E) =1

und damit det(A) € K\ {0}.
In der linearen Algebra wird bewiesen, dass die Bedingung det(A) # 0
auch hinreichend fiir die Invertierbarkeit von A ist.
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BEISPIEL 14 (PUNKTWEISE OPERATIONEN MIT FUNKTIONEN (Forts.)):
Die in dem Monoid (Fun (M,R),-) invertierbaren Elemente sind genau die-
jenigen Funktionen f : M — R, die keine Nullstellen besitzen. Besitzt
nimlich f keine Nullstelle, so kann man die Funktion f~!' : M — R durch
f7t(m) := f(m)~! definieren und es gilt f - f~! = 1. (Vorsicht: f~! ist
natiirlich(!) nicht die Umkehrfunktion von f.) Ist andererseits f ein inver-
tierbares Element von (Fun (M, R), ), so gibt es eine Funktion g mit f-g = 1.
Nach Definition bedeutet das f(m)g(m) = 1 fiir alle m € M, also insbeson-
dere f(m) # 0 fiir alle m € M.

BEISPIEL 15 (VERKETTUNG VON ABBILDUNGEN (Forts.)): Besitzt f €
Abb (M) ein inverses Element g, so gilt

id =gof=fog.

Die Gleichung g o f = id zeigt, dass f injektiv sein muss: Sind ndmlich
m,m’ € M mit f(m) = f(m'), so ergibt sich durch verkniipfen mit g von
links die Gleichung m = m/.

Die Gleichung f o g = id dagegen liefert die Surjektivitdt von f: Ist
namlich m € M so gilt fiir das Element g(m) € M die Gleichung f(g(m)) =
m.

Insgesamt muss ein invertierbares Element von Abb (M) also bijektiv sein
und in diesem Fall ist die Umkehrabbildung gerade das Inverse von f.
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